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Proemi
Les assignatures de matema`tiques del batxillerat cient´ıfic i tecnolo`gic proporcionenunes eines molt poderoses per emprendre amb e`xit estudis cient´ıfics. L’alumne —sirealment assoleix els coneixements que hi ha als programes d’aquestes assignatures—coneix les funcions elementals, la deriva i la integral, els vectors i les matrius..., i haadquirit destresa en la manipulacio´ d’aquests conceptes fonamentals. E´s clar que lacie`ncia i la te`cnica utilitzen moltes altres eines me´s sofisticades, pero` les que ja estana l’abast de l’estudiant que arriba, per exemple, a la Facultat de Cie`ncies i al grau deCie`ncies Ambientals, constitueixen una base imprescindible i prou a`mplia.Tanmateix, despre´s d’haver adquirit les eines ba`siques que hem comentat, l’estu-diant ha d’aprendre a utilitzar-les en els diversos camps cient´ıfics. Ha d’aprendre amodelitzar, e´s a dir, convertir un problema cient´ıfic en un problema matema`tic. Encaraque, mirant l’´ındex d’aquest llibre, pugui semblar que es tracta d’uns apunts me´s omenys esta`ndard de matema`tiques ba`siques, la realitat e´s que l’e`mfasi principal delcurs —perque` aquest llibre e´s, de fet, els apunts d’un curs— es troba en la modelitzacio´.Perque` quedi me´s clar aixo` que estem dient, posem un exemple. Considerem aquestsdos problemes:
• Calculeu la derivada de la funcio´ y = xex per x = 1.• Doneu una estimacio´ de la pe`rdua d’absorcio´ de dio`xid de carboni atmosfe`ric alsboscos del Brasil, per culpa de la desforestacio´ i del canvi clima`tic.
Els estudiants que comencen Cie`ncies Ambientals saben resoldre el primer exercici,que e´s una aplicacio´ immediata de la regla de derivacio´ del producte de dues funcions.Normalment, no saben resoldre el segon ni tampoc veuen cap relacio´ entre el segonexercici i el primer. Matema`ticament, els dos exercicis so´n equivalents i es reduei-xen a la regla de derivacio´ del producte de dues funcions. La difere`ncia es troba enque el primer exercici —que en diem exercici perque` no te´ altra utilitat que la d’e-xercitar la capacitat de calcular derivades de funcions— e´s un exercici abstracte dematema`tiques, mentre que el segon problema exigeix, abans de poder-lo resoldre, unproce´s de modelitzacio´ que el converteixi en un exercici tan simple com el primer.D’aixo` tracta, precisament, aquest curs de Matema`tiques i Modelitzacio´ per a lesCie`ncies Ambientals: de guiar l’estudiant en els me`todes me´s elementals del proce´sde modelitzacio´ matema`tica: Quines so´n les funcions i les variables que intervenenen el problema? Amb quins conceptes matema`tics es relaciona la qu¨estio´ que volemresoldre? Quines hipo`tesis ens cal fer per poder atacar el problema? Quina e´s laformulacio´ matema`tica a la que` arribem despre´s del proce´s de modelitzacio´?Per tal d’assolir aquest objectiu, s’ha dedicat un esforc¸ especial a la tria dels exem-ples i exercicis que hi ha al llarg del llibre. Els exercicis que hi ha al final de cadascunade les sis parts del curs s’han distribu¨ıt en dues tipologies: exercicis teo`rics i exerci-cis d’aplicacio´. La finalitat dels primers e´s exercitar-se en la utilitzacio´ dels diversos
x
xi
conceptes i les diverses te`cniques que s’han presentat —talment com les sessions d’en-trenament esportiu—. Els exercicis de la segona part presenten aute`ntics problemesde modelitzacio´ —forc¸a simplificats, pero` prou significatius—. Cal dominar els primersper atacar amb e`xit els segons, pero` e´s en els exercicis d’aplicacio´ on trobem els objec-tius fonamentals del curs. Tornant amb el s´ımil esportiu, els primers so´n l’entrenamenti els segons so´n la competicio´. O, si preferim comparar-ho amb la mu´sica, els primersserien la te`cnica, la pra`ctica i l’assaig i els segons serien el concert.
∗
Molts dels cap´ıtols d’aquest llibre —cada cap´ıtol correspon, aproximadament, auna classe d’una hora— s’acaben amb un apartat que du el t´ıtol “Fem-ho amb sage”.En aquests apartats es donen indicacions sobre com utilitzar un programari concretper treballar amb els conceptes que s’acaben d’estudiar. Hem escollit el programa
sage, que e´s excel.lent i, a me´s, e´s de codi lliure. A la pa`gina sagemath.org hi podemtrobar tota la informacio´ necessa`ria i la possibilitat de descarregar-nos el programaen el nostre ordinador o be´ obrir-hi un compte per treballar online des de qualsevolnavegador.Exigir als estudiants que siguin capac¸os de resoldre els exercicis del curs utilitzantuna calculadora senzilla, no esta` en contradiccio´ amb ensenyar-los que, me´s enlla` del’aula, els ca`lculs matema`tics es fan sempre amb algun programa com pugui ser el sage.En consequ¨e`ncia, conve´ que l’estudiant es familiaritzi amb la utilitzacio´ de l’ordinadorcom a instrument de ca`lcul matema`tic. D’altra banda, l’autor d’aquestes notes esta`convenc¸ut que fo´ra un greu error focalitzar la doce`ncia en l’ordinador —per exemple,dedicant temps docent a aprendre sage— perque` la doce`ncia ha d’esmerc¸ar tots elsseus esforc¸os en els conceptes fonamentals.1
∗
Deixeu-me acabar aquest proemi amb quatre consells sobre com s’aprenen lesmatema`tiques.Encara que ens passem hores i hores mirant v´ıdeos d’esqu´ı, no aprendrem a esquiarsi no ens calcem uns esqu´ıs i ens involucrem a fons en la pra`ctica de l’esqu´ı —dirigida,e´s clar, per algu´ que en sa`piga—. Aixo` e´s evident. Hi ha moltes habilitats que noes poden adquirir amb la simple contemplacio´ d’una persona que practica aquesta
1En aquest context, em semblen especialment pernicioses les veus que, com un corco´, van repetint unavegada i una altra que la doce`ncia s’ha de basar en les “noves tecnologies”. Sempre hi ha hagut novestecnologies i la seva caracter´ıstica principal es que es converteixen en velles tecnologies a gran velocitat.Quan l’autor d’aquest llibre estudiava el batxillerat, va perdre moltes malaguanyades hores en aprendreles noves tecnologies de l’e`poca, que eren les Taules de Logaritmes i el Regle de Ca`lcul. I si s’hague´ssotme`s, ara fa trenta anys, quan ja era professor universitari, a la de`ria de les noves tecnologies, hauriafet perdre el temps als seus alumnes ensenyant-los un programa que es deia Lotus-123 que, segurament,ningu´ dels qui llegeixin aquest llibre ha sentit anomenar mai. La conclusio´ e´s ben clara: cal ensenyar—encara me´s en matema`tiques— els principis fonamentals i no pas les noves tecnologies.
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habilitat. Per exemple, esquiar, anar amb bicicleta, tocar el viol´ı... Les matema`tiquestambe´ tenen aquesta propietat.Un estudiant que es limiti a contemplar com el professor explica l’assignatura, espra`cticament segur que mai no aprendra` res. Les matema`tiques nome´s s’aprenen fentmatema`tiques. E´s a dir, involucrant-s’hi personalment a fons: practicant incansable-ment, dedicant-hi hores i hores d’esforc¸ i concentracio´ individual. Exactament igualque fa qualsevol persona que vol excel.lir en un esport de competicio´, o que vol tocarun instrument a un nivell alt.El famo´s matema`tic Paul Halmos ens recordava amb aquestes paraules com ho hemde fer per aprendre matema`tiques:
Don’t just read it; fight it! Ask your own questions, look for your ownexamples, discover your own proofs.
Aquesta idea la recull molt be´ un dibuix que va publicar fa temps el co`mic abstruse-
goose.com. Representa l’estudiant de matema`tiques com un Sant Jordi molt especial.2
2Dibuix c©abstrusegoose.com publicat amb llice`ncia Creative Commons.
c©abstrusegoose.com. Llice`ncia Creative Commons
Part I:
Les funcions elementals
1
1. Els nombres
1.1 Nombres enters i nombres decimals
Tot comenc¸a amb els nombres enters positius i negatius
. . . ,−6,−5,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, . . .
i la primera cosa que observem e´s que no s’acaben mai, e´s a dir, per molt gran quesigui un nombre, sempre n’hi ha un de me´s gran. Diem que hi ha infinits nombresenters.1 E´s a dir, des de l’inici de les matema`tiques ja “topem” amb l’infinit! I noho podem evitar: encara que els nombres que realment podem escriure en un paper(o en qualsevol mena de suport) so´n limitats, per poder fer matema`tiques necessitemadmetre que hi ha nombres enters il.limitadament grans.Pero` amb els nombres enters no n’hi ha prou —ni de bon tros!— per a totes lesaplicacions de les matema`tiques a la cie`ncia. Ens calen els nombres decimals —que elsmatema`tics anomenen nombres reals. Un nombre decimal esta` format per un nombreenter, una coma (o punt) decimal i una successio´ il.limitada de d´ıgits arbitraris.2 Aqu´ıtornem a topar, doncs, amb l’infinit, i encara d’una manera me´s punyent. Pensem, perexemple, en el nombre √2 que e´s, per definicio´, el nombre decimal positiu que, elevatal quadrat, do´na exactament 2. Aquest nombre decimal no es pot escriure exactamentenlloc, ni en un paper (per gran que sigui) ni en un ordinador (per potent que sigui).El podem escriure amb moltes xifres
√
2 =
1.414213562373095048801688724209698078569671875376948073176679737990
73247846210703885038753432764157273501384623091229702492483605585073
72126441214970999358314132226659275055927557999505011527820605714701
09559971605970274534596862014728517418640889198609552329230484308714
32145083976260362799525140798968725339654633180882964062061525835239
50547457502877599617298355752203375318570113543746034084988471603868
99970699004815030544027790316454247823068492936918621580578463111596
66871301301561856898723723528850926486124949771542183342042856860601
46824720771435854874155657069677653720226485447015858801620758474922
65722600208558446652145839889394437092659180031138824646815708263010
05948587040031864803421948972782906410450726368813137398552561173220 · · ·
1Cal ser molt curo´s a l’hora d’usar la paraula infinit , perque` no te´ un significat intr´ınsec. Per tant, encada ocasio´ que surti aquesta paraula, hem de deixar clar que` significa exactament en aquest context.2De fet, hi ha una restriccio´, que consisteix en que aquesta successio´ il.limitada de d´ıgits no pot tenirinfinites xifres 9 consecutives. Per exemple, no s’hi val 2.1999999 . . . perque` aquest nombre e´s el mateixque el nombre 2.2.
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pero` mai el podrem escriure amb totes les seves xifres.3 Podr´ıem pensar que per a lesaplicacions pra`ctiques potser n’hi ha prou amb unes poques xifres decimals, diguemcinc o deu, pero` ens equivocar´ıem perque`, igual que passa amb els nombres enters,per poder fer matema`tiques e´s imprescindible admetre nombres decimals amb unaquantitat infinita de xifres decimals.Per tant, els nombres decimals nome´s els podem escriure de forma aproximada
√
2 ≈ 1.4√
2 ≈ 1.4142√
2 ≈ 1.41421356etc.
Aquest fet do´na lloc al problema de l’arrodoniment: cada vegada que aproximem unnombre real per un nombre amb una quantitat finita de decimals estem cometent unerror i, per tant, els ca`lculs que fem (a ma`, amb una calculadora o amb un ordinador, perpotent que sigui) estan sempre sotmesos a aquests errors que es poden anar acumulantfins a distorsionar completament el resultat final dels nostres ca`lculs. E´s un problemamolt serio´s, que no hem de menystenir.Per minimitzar els riscos de patir aquests errors, cal tenir present aquestes normesgenerals:
1. Cal fer els ca`lculs amb la ma`xima exactitud que permeti la nostra calculadorao ordinador. E´s a dir, mai no hem de arrodonir a poques xifres decimals elsresultats intermedis d’un ca`lcul.
2. Quan obtinguem el resultat final, l’arrodonirem a un nombre “convenient” dexifres decimals. El concepte de “convenient” tindra` a veure amb la naturalesa delproblema i amb la precisio´ de les dades.
3. Cal arrodonir correctament:
• Tallem la part decimal del nombre pel lloc que haguem decidit i descartemtotes les xifres que queden a la dreta d’aquest lloc.• Si la primera xifra descartada e´s 5 o superior a 5, augmentem en una unitat ladarrera xifra no descartada. Per exemple, el nombre √5 = 2.2360679775 · · ·arrodonit a 1,2,3... xifres decimals e´s:
2.2, 2.24, 2.236, 2.2361, 2.23607, 2.236068, 2.2360680, 2.23606798, . . .
Si hem d’expressar nombres molt grans o molt petits, utilitzem la notacio´ cient´ıficaque consisteix en expressar el nostre nombre com el producte d’un nombre amb unapart entera amb poques xifres i una pote`ncia de 10 (d’exponent positiu o negatiu). Perexemple:
3.45× 1012, −2.547× 106, 7.31× 10−5, . . .
3De fet, com que aquest nombre √2 no es pot escriure, ni en teoria, els grans matema`tics grecs de fame´s de dos mil anys no acceptaven que for realment un nombre.
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1.2 Ordre i intervals
Coneixem les operacions aritme`tiques ba`siques dels nombres: la suma, la resta, lamultiplicacio´ i la divisio´. Cal recordar que la divisio´ nome´s e´s possible si el denominadore´s un nombre diferent de zero.Una altra propietat important dels nombres reals e´s que estan ordenats: donatsdos nombres diferents sempre n’hi ha un que e´s me´s gran que l’altre. Utilitzarem elss´ımbols
a < b, a ≤ b, a > b, a ≥ bper indicar aquesta relacio´. S’anomenen positius els nombres que so´n me´s grans quezero i s’anomenen negatius els nombres que so´n me´s petits que zero. El zero no e´s nipositiu ni negatiu.El fet que els nombres estiguin ordenats ens permet parlar d’intervals. La notacio´sera`:
[a, b] denota tots els nombres x tals que a ≤ x ≤ b
(a, b) denota tots els nombres x tals que a < x < b
[a, b) denota tots els nombres x tals que a ≤ x < b
(a, b] denota tots els nombres x tals que a < x ≤ b
(−∞, b] denota tots els nombres x tals que x ≤ b
(−∞, b) denota tots els nombres x tals que x < b
[a,∞) denota tots els nombres x tals que a ≤ x
(a,∞) denota tots els nombres x tals que a < x
(−∞,∞) denota tots els nombres
1.3 Pote`ncies i arrels
Ja coneixem el concepte de pote`ncies d’un nombre. Si a e´s un nombre qualsevol i n e´sun enter positiu, definim la pote`ncia an com el producte repetit de a per a n vegades:
an =
n︷ ︸︸ ︷
a · · · a .Les dues propietats fonamentals d’aquesta operacio´ so´n aquestes
an+m = anam, (an)m = anm. (∗)
El concepte d’arrel ene`sima es defineix aix´ı: n√a = b vol dir que bn = a. Si n e´ssenar, tot nombre a te´ una u´nica arrel n-e`sima n√a. En canvi, si n e´s parell
• 0 te´ una u´nica arrel n-e`sima: n√0 = 0.• Els nombres negatius no tenen arrel n-e`sima.• Els nombres positius tenen dues arrels n-e`simes, una de positiva i una de nega-tiva. La notacio´ n√a denota, en aquest cas, sempre l’arrel positiva.
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Si l’exponent no e´s un enter positiu, el concepte anterior de pote`ncia com a multiplicacio´repetida no te´ cap significat pero`, malgrat aixo`, li podem donar un sentit i ho podemfer de manera que les dues propietats fonamentals (∗) segueixin essent va`lides. Hofem aix´ı:
• Si a e´s un nombre qualsevol 6= 0, definim a0 = 1.
• Si a e´s un nombre qualsevol 6= 0 i n e´s un enter positiu, definim a−n = 1/an.
• Si a e´s un nombre positiu i m e´s un enter positiu, definim a1/m = m√a.
• Si a e´s un nombre positiu, els apartats anteriors ja ens defineixen an/m = m√an.
• Finalment, si a e´s un nombre positiu i r e´s un nombre decimal arbitrari, podemdefinir ar per un me`tode de pas al l´ımit que ara no discutirem.
Conve´ observar
• Les definicions anteriors no so´n capricioses, sino´ que so´n les definicions que caladoptar si volem que les propietats
ar+s = ar as , (ar )s = ars .
que ja es complien per a exponents enters positius segueixin essent va`lides pera exponents arbitraris.
• Les pote`ncies ar amb r un nombre decimal arbitrari nome´s estan definides si
a > 0. Nome´s en el cas en que` l’exponent sigui enter podem admetre que a puguiser negatiu.4
1.4 Valor absolut i part entera
Podem dir que el valor absolut d’un nombre e´s “el nombre prescindint del seu signe”.Una definicio´ me´s precisa e´s aquesta
|a| =
{
a si a ≥ 0
−a si a < 0
Les propietats elementals d’aquesta funcio´ so´n aquestes
• |a| = |b| e´s el mateix que a = ±b.
• |ab| = |a| |b| i |a|/|b| = |a/b| (en aquest cas, si b 6= 0).
• |a + b| ≤ |a|+ |b|.
4Per comprendre millor aixo` que estem dient aqu´ı, observem aquesta paradoxa: −1 = (−1)1 =(
(−1)2)1/2 = 11/2 = √1 = 1. Pot veure el lector on hi ha l’error?
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• |a| < b e´s el mateix que −b < a < b i |a| > b e´s el mateix que a > b o a < −b.5• √a2 = |a| i, en general, si n e´s parell, n√an = |a|.
El valor absolut es pot considerar com una funcio´ f (x) = |x |. Si la pensem aix´ı, la sevagra`fica e´s aquesta
La part entera d’un nombre positiu e´s el nombre sense la seva part decimal. S’a-costuma a denotar bxc o tambe´ INT(x). Si volem donar una definicio´ me´s precisa quevalgui tambe´ per als nombres negatius, direm que la part entera d’un nombre a e´s elme´s gran de tots els enters n tals que n ≤ a. Observem que, amb aquesta definicio´, lapart entera de −3.18 e´s −4. Si dibuixem la part entera com una funcio´, obtenim unagra`fica que en podr´ıem dir “esglaonada”.
5Com que aquesta e´s, potser, la primera vegada que surt la paraula “o” en aquests apunts, e´s un bonmoment per recordar que, si be´ aquesta paraula te´ dos significats diferents en el llenguatge ordinari —l’oinclusiu i l’o exclusiu— en el llenguatge matema`tic te´ u´nicament el significat “inclusiu”. En matema`tiques,l’expressio´ “A o B” vol dir “o A, o B o ambdo´s”.
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1.5 Fem-ho amb sage
Ja hem dit que cap ordinador pot emmagatzemar un nombre real arbitrari, perque`aquests nombres tenen infinites xifres decimals. sage considera tres tipus de nombres:
• Nombres exactes. Per exemple, 14 i 125/41 so´n nombres exactes. Les operacions(suma, producte, divisio´) que es fan amb nombres exactes sempre donen nombresexactes.• Nombres inexactes, que so´n els nombres decimals amb una quantitat determina-da de decimals (com a les calculadores). El nombre de decimals es pot escolliri pot ser tan gran com calgui. Per exemple, 2.5 e´s un nombre inexacte i, de fet,qualsevol nombre que contingui una coma decimal es considera un nombre ine-xacte. Observem la difere`ncia que hi ha entre el nombre exacte 5/2 i el nombreinexacte 2.5. Les operacions amb nombres inexactes donen nombres inexactes,pero` hi ha algunes operacions que sage es nega a fer amb nombres inexactes,perque` no pot garantir la correccio´ dels resultats. Treballar amb nombres ine-xactes s’assembla a treballar amb una calculadora, amb la difere`ncia que podemaugmentar el nombre de decimals tant com vulguem.• Nombres simbo`lics. Es tracta de nombres donats per expressions simbo`liquesque, per tant, so´n exactes. Per exemple, sqrt(3), e^2 i cos(pi/7) so´n nombressimbo`lics. Les operacions amb nombres simbo`lics donen nombres simbo`lics.
Podem passar d’un tipus de nombre a un altre. Per exemple, l’atribut .N() ensdo´na el valor aproximat d’una expressio´ simbo`lica o d’una fraccio´. Si volem me´s xifresdecimals, podem indicar-ho a l’interior del pare`ntesi. Tambe´ podem utilitzar la funcio´
RR(-).
sage: 125/41.N()
3.04878048780488
sage: sqrt(5).N()
2.23606797749979
sage: sqrt(5).N(digits=29)
2.2360679774997896964091736687
sage: cos(e^2)
cos(e^2)
sage: cos(e^2.1)
-0.307141875548787
sage: cos(e^2).N()
0.448356241818733
sage: RR(cos(e^2))
0.448356241818733
sage: AA(cos(pi/7))
0.9009688679024191?La funcio´ AA(-) ens do´na el valor aproximat de l’expressio´, acabada amb un interrogantque ens indica que sage coneix el valor exacte del nombre.Sovint, sage ens do´na una resposta tan complicada que es fa dif´ıcil llegir-la ambcomoditat. La funcio´ view(-) ens permet visualitzar l’expressio´ en format tipogra`fic.
sage: solve(x^2+sqrt(2)*x-1,x)
[x == -1/2*sqrt(6) - 1/2*sqrt(2), x == 1/2*sqrt(6) - 1/2*sqrt(2)]
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sage: view(solve(x^2+x-1,x))[
x = −1
2
√
6− 1
2
√
2, x =
1
2
√
6− 1
2
√
2
]
Observem la utilitzacio´ de la funcio´ solve(-) per resoldre equacions de segon grau (ide tercer i quart), de manera que el resultat e´s una expressio´ simbo`lica. En general,podem resoldre equacions amb la funcio´ find root(-,-,-) si li diem entre quins valorsha d’estar la solucio´.
sage: find_root(cos(x)==sin(x),0,pi/2)
0.7853981633974484
sage: find_root(x^5+e*x-1,0,10)
0.36548046271183154A banda de la variable x , que ja esta` incorporada per defecte, podem introduir altresvariables. Tambe´ podem resoldre sistemes d’equacions.
sage: alfa=var(’alfa’)
sage: solve([2*x+alfa==6, x-alfa==4],x,alfa)
[[x == (10/3), alfa == (-2/3)]]Tenim la funcio´ round(-,-) per arrodonir un nombre decimal, la funcio´ abs(-) percalcular el valor absolut i la funcio´ floor(-) per calcular la part entera. Tambe´ podemfer comparacions entre nombres.
sage: abs(sin(0.3)-cos(0.5))
0.582062355229033
sage: round(e,4)
2.7183
sage: floor(2^3.5)
11
sage: RR(cos(pi/8))>RR(sin(pi/7))
TrueJa hem dit que treballar amb nombres inexactes te´ els seus problemes. Observemaquest exemple:
sage: a=pi/12
sage: RR(sin(a)^2+cos(a)^2)==1
False
sage: AA(sin(a)^2+cos(a)^2)==1
TrueObservem la difere`ncia sema`ntica entre els signes = i ==. El primer serveix perassignar un valor a una variable mentre que el segon serveix per indicar la igualtat omanca d’igualtat entre dos objectes.
sage: a=cos(0)
sage: a
1
sage: a==1
TrueLa funcio´ solve(-,-) no pot resoldre totes les equacions, pero` no esta` gens mala-ment la capacitat que te´. Per exemple, aquestes equacions (extretes de la llista d’e-xercicis), les resol sense dificultat:
sage: K,t,r,k=var(’K,t,r,k’)
sage: solve(x/(1-(x/K))==k*e^(r*t),x)
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[x == K*k*e^(r*t)/(k*e^(r*t) + K)]
sage: solve((x+5)^2/(2*x-3)^2==1,x)
[x == (-2/3), x == 8]
sage: solve((x-1)*(x-2)==3*(1+(x-2)/(1-(x-3)/x)),x)
[x == -1]
sage: solve((3*x+1)*(x-2)>1,x)
[[x < -1/6*sqrt(61) + 5/6], [x > 1/6*sqrt(61) + 5/6]]
sage: solve(abs(x+1)<=abs(x),x)
[[x == (-1/2)], [x < -1], [x == -1], [-1 < x, x < (-1/2)]]
2. Algunes qu¨estions de geometriaelemental
En aquesta llic¸o´ repassarem alguns conceptes elementals de geometria, com so´n lesrectes, les circumfere`ncies i la trigonometria.
2.1 Rectes del pla
Una recta del pla esta` formada pels punts del pla de coordenades (x , y) que compleixenuna equacio´ lineal
ax + by + c = 0on a, b i c so´n nombres i a i b no so´n tots dos zero. Les rectes verticals so´n les rectesamb b = 0, e´s a dir, les rectes x = d . Totes les altres rectes es poden escriure de laforma
y = mx + b.Els coeficients m i b tenen un significat que cal recordar:
• b indica el punt de tall de la recta i l’eix d’ordenades. E´s a dir, la recta passa pelpunt (0, b).
• m indica el pendent de la recta, que e´s l’augment de y quan x augmenta en unaunitat. Si m > 0, la recta e´s creixent, si m < 0, la recta e´s decreixent. Si m = 0,la recta e´s horitzontal.
E´s clar que dues rectes so´n paral.leles si tenen el mateix pendent. D’altra banda, lageometria elemental ens diu que les rectes y = mx+b i y = m′x+b′ so´n perpendicularssi els seus pendents estan relacionats per la fo´rmula mm′ = −1.Donats dos punts (diferents) del pla, e´s molt senzill escriure l’equacio´ de la rectaque passa per aquests dos punts. Suposem que els punts so´n (a, b) i (a′, b′). Clarament,el pendent de la recta ha de ser
m =
b − b′
a− a′ .Per tant, l’equacio´ de la recta tindra` la forma
y =
b − b′
a− a′ x + ci ara podem determinar quin e´s el valor de c per tal que la recta passi pel punt (a, b).Exemple: Trobeu l’equacio´ de la recta que passa pel punt (1, 1) i e´s perpendicular ala recta que passa pels punts (0, 2) i (3, 1).
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La recta que passa per (0, 2) i (3, 1) te´ pendent m = −3. Per tant, una rectaperpendicular a ella tindra` pendent m′ = 1/3. Aixo` ens diu que la recta sera` y =
(1/3)x + b i ara cal determinar el valor de b. Com que la recta ha de passar pel punt
(1, 1), veiem que b = 2/3. En conclusio´, la recta buscada te´ l’equacio´
x − 3y + 2 = 0.
2.2 Dista`ncia i circumfere`ncies
La dista`ncia entre dos punts del pla de coordenades (a, b) i (a′, b′) ve donada pelteorema de Pita`gores:
d =
√
(a− a′)2 + (b − b′)2.
La circumfere`ncia de centre (a, b) i radi r > 0 esta` formada per tots els punts delpla que estan a dista`ncia r del centre. Per tant, aquest punts so´n els que compleixenl’equacio´
(x − a)2 + (y − b)2 = r2.
En particular, les circumfere`ncies centrades a l’origen tenen equacio´
x2 + y2 = r2.
Altres figures geome`triques que venen representades per equacions de segon granso´n les el.lipses i les hipe`rboles. L’equacio´ d’una el.lipse centrada a l’origen i amb eixosels eixos de coordenades te´ la forma
x2 + a2y2 = r2
amb a 6= 0, 1 i r 6= 0. L’equacio´ d’una hipe`rbola en les mateixes condicions te´ la forma
x2 − a2y2 = r2 o x2 − a2y2 = −r2, a, r 6= 0.
Una equacio´ de segon grau de la forma
y = ax2 + bx + c
amb a 6= 0 determina una para`bola amb l’eix vertical.Finalment, l’equacio´
xy = k
amb k 6= 0 defineix una hipe`rbola amb aquesta forma (si k > 0):
12 2. Algunes qu¨estions de geometria elemental
Si una equacio´ de segon grau (se’n diuen quadra`tiques) en dues variables repre-senta una circumfere`ncia, e´s senzill determinar el seu centre i el seu radi per un me`todeque s’anomena completar els quadrats.Exemple: Determineu el centre i el radi de la circumfere`ncia x2+2x + y2− 8y +8 = 0.Fem aixo`:
(x2 + 2x) + (y2 − 8y) + 8 = (x + 1)2 − 1 + (y − 4)2 − 16 + 8 = (x + 1)2 + (y − 4)2 − 9
i, per tant, el centre e´s el punt (−1, 4) i el radi e´s 3.
2.3 Angles i trigonometria
Un angle consisteix en dues rectes que es tallen en un punt. De la mateixa maneraque, per mesurar dista`ncies, hem de fixar una unitat de mesura, per poder mesurarangles tambe´ hem de fixar una unitat de mesura. Pero` hi ha una difere`ncia essencialentre aquests dos casos, perque` l’eleccio´ de la unitat de mesura de dista`ncies e´srelativament arbitra`ria i s’ha de fer utilitzant alguna propietat f´ısica, mentre que en elcas dels angles, hi ha una unitat “cano`nica” que e´s l’angle “complet”, e´s a dir la voltacompleta a la circumfere`ncia.De la mateixa manera que en els ca`lculs cient´ıfics cal utilitzar un sistema coherentd’unitats de mesura, als ca`lculs matema`tics e´s imprescindible mesurar els angles enradians. Un radian e´s la mesura d’un angle tal que un arc de circumfere`ncia de radi1 i mida 1 radian te´ una longitud igual a 1. Dit d’una altra manera, el radian e´s launitat de mesura d’angles tal que la circumfere`ncia completa mesura 2pi radians. Pertant, mitja circumfere`ncia sera` un angle de pi radians, un quart de circumfere`ncia sera`un angle de pi/2 radians, etc.En molts casos, si hem de calcular un angle, pot ser apropiat i u´til donar el resultatfinal en graus, minuts i segons, pero` els ca`lculs els hem de fer sempre en radians.
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Per que`? No e´s cap caprici. Per exemple, tots hem apre`s que la derivada de la funcio´sinus e´s la funcio´ cosinus, pero` aixo` nome´s e´s cert si mesurem aquestes funcions enradians. No e´s cert si les mesurem en graus.
Considerem un triangle rectangle i suposem que els catets mesuren a i b, mentreque la hipotenusa mesura c . Designem per θ la mesura de l’angle que formen el catetde longitud b i la hipotenusa. La trigonometria estudia la relacio´ que hi ha entre θ, a,
b i c . Aquesta relacio´ ve donada per les funcions trigonome`triques sinus i cosinus. Enconcret,
sin θ =
a
c
, cos θ =
b
c
.La geometria elemental ens diu que, efectivament, aquests quocients no depenen deltriangle rectangle que haguem pres, sempre que l’angle θ tingui el mateix valor.A partir del teorema de Pita`gores s’obte´ immediatament aquesta relacio´ fonamentalentre les dues funcions sin i cos:
sin2 θ + cos2 θ = 1.Observem que el pendent de la hipotenusa e´s precisament el quocient a/b. Com queaquest concepte e´s tan important, introdu¨ım una nova funcio´ trigonome`trica, la tangent
tan θ =
a
b
=
sin θ
cos θ
.
Aquesta funcio´ trigonome`trica, sense anomenar-la tangent, s’utilitza constantmenta la pra`ctica i se’n diu el pendent. Per exemple, si a = b, la tangent val 1 i es parlad’un pendent del 100%. Si llegim que la carretera del Tourmalet te´ un pendent mitja`del 7.4%, aixo` ens esta` dient que la carretera fa un angle θ amb l’horitzontal tal que
tan θ = 0.074. Amb una calculadora trobarem que θ ≈ 4.2 graus.1En aquest exemple ja hem vist que hi haura` situacions en que`, a partir del valord’alguna funcio´ trigonome`trica, ens interessara` calcular el valor de l’angle. Aixo` ho femamb les funcions trigonome`triques inverses.
sin θ =s e´s el mateix que arcsin s = θ
cos θ =s e´s el mateix que arccos s = θ
tan θ =s e´s el mateix que arctan s = θ
1A la pra`ctica, per a pendents no gaire grans, el que es fa e´s dividir el guany en alc¸ada per la dista`nciarecorreguda. Aixo` e´s el sinus de l’angle d’inclinacio´ i no pas la seva tangent pero`, si l’angle e´s petit, hiha poca difere`ncia entre el sinus i la tangent. Per exemple, considerem un pendent del 10%, mesuratdividint el guany en alc¸ada per la dista`ncia en horitzontal. Si ara calculem el pendent dividint el guanyen alc¸ada per la dista`ncia recorreguda, obtenim un pendent del 9.95%. Com podem veure, si l’angle e´spetit, la difere`ncia e´s poc significativa.
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Per la pro`pia definicio´ d’aquestes funcions, ja coneixem alguns valors i algunes propi-etats. Per exemple:
sin 0 = sinpi = cos
pi
2
= cos
3pi
2
= 0
cos 0 = − cospi = sin pi
2
= − sin 3pi
2
= 1
sin
pi
6
= cos
pi
3
=
1
2
, tan
pi
4
= 1
cos(x) = sin
(
x +
pi
2
)
Tambe´, una mica de geometria elemental ens permet calcular les funcions trigonome`-triques dels angles de 30◦, 45◦ i 60◦:
sin
pi
4
= cos
pi
4
=
√
2
2
; tan
pi
4
= 1
sin
pi
6
= cos
pi
3
=
1
2
sin
pi
3
= cos
pi
6
=
√
3
2
tan
pi
6
=
√
3
3
; tan
pi
3
=
√
3
Finalment, si a un angle li sumem 2pi radians, torna a ser el mateix angle. Per tant,aquestes funcions trigonome`triques so´n funcions que es van repetint cada 2pi. Diremque so´n perio`diques.Observem tambe´ que la funcio´ tangent es defineix com un quocient i, per tant, nome´ses podra` calcular quan el denominador sigui diferent de zero. Aquest denominador e´sla funcio´ cos θ que val zero precisament quan θ = pi/2 + kpi i k e´s qualsevol nombreenter. Per aquests angles no existira` la funcio´ tangent.
2.4 Fem-ho amb sage
Hi ha paquets de sage dedicats a la geometria de corbes planes, pero` so´n massasofisticats per les necessitats d’aquest curs.La funcio´ circle((a,b),r) ens dibuixa una circumfere`ncia de centre (a, b) i radi r ,i una corba definida per una equacio´ en dues variables es pot dibuixar amb la instruccio´
implicit plot().Tambe´ hi ha funcions per dibuixar el.lipses, rectes, punts, pol´ıgons,... Les possibili-tats so´n tan grans que e´s millor consultar algun dels manuals de sage si s’ha de feralgun dibuix concret.Fem un petit exemple.
sage: A=circle((1,1),1,thickness=2,linestyle=’--’)
sage: B=line([(1,1),(3,3)],thickness=2,color=’red’)
sage: C=ellipse((1,2),1,1/2,edgecolor=’peru’,thickness=4,fill=True,
....: facecolor=’gray’,alpha=0.5)
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sage: D=parametric_plot([3-cos(x)-2*cos(x/4),-sin(x)+2*sin(x/4)],
....: (x,0,4*pi),thickness=2,color=’orange’)
sage: E=plot(x^3,(x,0,1.5),color=’darkorchid’,thickness=2)
sage: y=var(’y’)
sage: F=implicit_plot((x^2+y^2)^2-4*x*(x^2-y^2),(x,-1,4),(y,-1,2),
....: color=’deeppink’)
sage: A+B+C+D+E+F
3. El concepte de funcio´
El concepte matema`tic me´s important a la cie`ncia e´s el concepte de funcio´. Con-sequ¨entment, l’estudi de les funcions e´s l’objectiu central d’aquest curs.Quan modelitzem (e´s a dir: quan volem descriure un sistema utilitzant conceptesmatema`tics) un fenomen de les cie`ncies naturals, de l’economia, de les cie`ncies socialso d’on sigui, comencem establint unes determinades variables x , y , z , u... que creiemque so´n rellevants per a la situacio´ que estem estudiant. Aleshores, sovint veiem quealgunes d’aquestes variables depenen d’algunes altres. El pas segu¨ent e´s intentardescriure aquestes depende`ncies a trave´s de funcions. Posem alguns exemples:
• La temperatura de sensacio´ de fred (W , pel terme en angle`s wind chill) depe`n dela temperatura (T ) i de la velocitat del vent (V ) (i, potser, d’algunes altres coses).E´s important trobar un bon model per aquesta depende`ncia perque`, en les regionsme´s fredes, l’efecte combinat del fred i el vent pot afectar la supervive`ncia de lespersones exposades a la intempe`rie. S’han fet molts estudis sobre aquest tema.Per exemple, la funcio´ que utilitza el servei meteorolo`gic del Canada` e´s
W = 13.12 + 0.6215T − (11.37− 0.3965T )V 0.16on T < 10 e´s la temperatura de l’aire en Celsius, V > 4.8 e´s la velocitat del venta 10 metres sobre el so`l, en km/h, i W e´s la temperatura de sensacio´ (o windchill index) en Celsius. Tenim, doncs, una funcio´ que, partir de les variables T i
V ens permet calcular la variable W .• En economia ens interessa relacionar els diversos factors de produccio´ X1, . . .Xnamb la produccio´ Q . E´s a dir, s’estudien les funcions de produccio´
Q = f (X1, . . .Xn).Per exemple, un model cla`ssic e´s la funcio´ de produccio´ de Cobb-Douglas
Q = ALβKαon Q e´s la produccio´ total en un any, L mesura el treball (persones-hora en unany), K indica el capital (valor de tot l’equipament que s’utilitza) i A, α i β so´nconstants relacionades amb la productivitat i el nivell tecnolo`gic, respectivament.Tenim, doncs, una funcio´ que ens permet estudiar la influe`ncia que tindria en laproduccio´ un hipote`tic augment de treball i/o capital.• D’enc¸a` que es va prendre conscie`ncia de l’escalfament global, la mesura del con-tingut de CO2 a l’atmosfera —i de la seva variacio´ en funcio´ del temps— haadquirit una gran importa`ncia. L’observatori de refere`ncia e´s el de Mauna Loa(Hawaii). La relacio´ que s’ha observat entre la concentracio´ de CO2 (C , en ppmv)i la temperatura (T , en Celsius) e´s aquesta
T = 4.28 log
(
C
C0
)
+ T0
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on T0 i C0 so´n la temperatura i la concentracio´ de refere`ncia. Per a C0 s’acostumaa prendre el valor de l’any 1977 que era de C0 = 334. El valor que es pren coma T0 e´s relativament indiferent, perque` el que ens interessa e´s l’increment de latemperatura.1 Tenim, doncs, una funcio´ que ens permet calcular la temperaturacom a funcio´ de la concentracio´ de CO2 a l’atmosfera i, me´s important encara,ens permet predir com variara` la temperatura si segueix creixent la concentracio´de CO2.• Quan estudiem un bosc, ens pot interessar cone`ixer la quantitat tota de biomassao la superf´ıcie foliar total. E´s molt dif´ıcil mesurar directament aquestes variables.S’han fet nombrosos estudis2 per trobar relacions funcionals d’aquestes variablesamb variables molt me´s fa`cils de mesurar com, per exemple, el dia`metre del troncdels arbres a una certa alc¸ada del so`l. Per exemple, s’ha determinat que, per alsexemplars joves de faig, la superf´ıcie foliar per arbre (em metres quadrats) e´s
A = 0.307D1.803
on D e´s el dia`metre del tronc (en cm) a 1.37 metres d’alc¸ada sobre el so`l. D’aques-ta manera, tenim una funcio´ que ens permet donar una estimacio´ de la superf´ıciefoliar de manera relativament senzilla, mesurant el dia`metre dels troncs.
• Segons la llei de l’oferta i la demanda de l’economia, la relacio´ entre el preu d’unproducte o servei i la quantitat d’aquest producte o servei que es produeix i esven esta` descrita per dues funcions: la funcio´ d’oferta i la funcio´ de demanda. Sidesignem per p el preu unitari d’un producte o servei i per q la quantitat d’aquestproducte, la funcio´ d’oferta (supply curve) e´s
q = S(p)
que ens do´na la quantitat que es produira` al preu p. E´s una funcio´ creixent. Lafuncio´ de demanda e´s
q = D(p)i e´s la quantitat que els consumidors compraran al preu p. E´s una funcio´ de-creixent.3 El punt on es tallen les gra`fiques d’aquestes dues corbes e´s el puntd’equilibri del mercat. En aquest punt, l’oferta e´s igual a la demanda.
En aquests exemples, tenim una variable dependent que s’expressa en funcio´ d’unao diverses variables independents. El cas me´s senzill —i el que estudiarem ara— e´sel d’una variable dependent i una variable independent. Tindrem, doncs, una situacio´del tipus
y = y(x)com en els dos u´ltims exemples anteriors. Tambe´ utilitzarem la notacio´ y = f (x) iparlarem indistintament de “y com a funcio´ de x” o “la funcio´ f (x)”.
1Vegeu Temperature trends at the Mauna Loa observatory, Hawaii, Clim. Past, 7 (2011), 975–983.2Vegeu Allometric Relationships of Selected European Tree Species, institute for Environment andSustainability, 2003.3Els economistes, normalment, dibuixen aquestes corbes amb p a l’eix vertical i q a l’eix horitzontal.E´s a dir, consideren les funcions inverses p = S−1(q) i p = D−1(q).
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Per tant, una funcio´ d’una variable e´s una relacio´ entre dues variables x i y que,per a cada valor de la variable x (dintre d’un cert a`mbit) ens determina un valor(un´ıvocament determinat) d’una variable y .Als matema`tics els agrada pensar una funcio´ f com una ma`quina expenedora quequan li entres un nombre x et retorna un altre nombre f (x):
3.1 Domini de definicio´
Igual com passa amb les ma`quines expenedores, una funcio´ pot refusar algunes entra-des x . Per exemple, a la funcio´ del wind chill de la seccio´ anterior, es diu expl´ıcitamentque la temperatura ha de ser inferior a 10 graus i la velocitat del vent ha de ser supe-rior a 4.8 km/h per poder aplicar la fo´rmula. Tambe´, des d’un punt de vista matema`tic,hi ha funcions que simplement no estan definides per a certs valors de x .El domini de definicio´ d’una funcio´ f (x) e´s el conjunt de tots els nombres x per alsquals la funcio´ esta` definida. Per exemple:
• El domini de definicio´ de y = 1/(x−1) e´s tots els nombres diferents de 1, perque`quan x = 1 tindr´ıem una divisio´ per zero, que no e´s va`lida.• El domini de definicio´ de y = √9− x2 e´s l’interval [−3, 3] perque`, fora d’aquestinterval, 9− x2 seria un nombre negatiu, que no te´ arrel quadrada.• La funcio´ y = tan(x) esta` definida per a tots els valors de la variable x , excepteper x = pi/2 + kpi, on k e´s un nombre enter qualsevol.
3.2 Representacio´ gra`fica
Si tenim una funcio´ y = f (x), podem dibuixar la seva gra`fica, que esta` formada pertots els punts del pla de coordenades (x , y) tals que x pertany al domini de definicio´i y = f (x). En general, la gra`fica d’una funcio´ sera` una corba del pla.4
4Pero` no qualsevol corba del pla e´s la gra`fica d’una funcio´. Observem que la gra`fica d’una funcio´ nopot tenir dos punts en una mateixa l´ınia vertical.
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Per exemple, la gra`fica de la funcio´ f (x) = √x e´s aquesta:
3.3 Funcions inverses
Si les variables x i y estan relacionades per una funcio´ y = f (x), ens pot interessarpoder expressar x com a funcio´ de y , en la forma x = g(y). Si utilitzem la idea de lesma`quines expenedores, estem dient que tenim la ma`quina expenedora f que acceptaentrades x i et retorna y , i ara volem una nova ma`quina expenedora que funcioni demanera que si li introdueixes y et retorni el nombre x que havies introdu¨ıt a la primerama`quina. E´s a dir, volem una ma`quina que “ens retorni l’import” de la primera ma`quina.Ja es veu que aixo` no sempre sera` possible. Considerem la funcio´ y = x2. Aqu´ı e´simpossible trobar una ma`quina que, a partir de y ens retorni x perque` si, per exemple,
y = 4, no podem saber si x valia 2 o valia −2. En molts casos, restringint el domini dela funcio´, s´ı que podem trobar funcions inverses. En aquest sentit,
multiplicar per a 6= 0 i dividir per a 6= 0 so´n funcions inverses
(−)n i n√− so´n funcions inverses
sin i arcsin so´n funcions inverses
cos i arccos so´n funcions inverses
tan i arctan so´n funcions inverses
3.4 Composicio´ de funcions
Si tenim dues funcions, a me´s de poder-les sumar, multiplicar, dividir... podem fer unacosa que no es pot fer amb nombres: concatenar-les o, com es diu matema`ticament,composar-les. Per exemple, amb les dues funcions sin(x) i √x , podem fer
sin(x) +
√
x , sin(x)
√
x , sin(
√
x),
√
sin(x).
(Observem que les dues maneres de composar-les donen resultats diferents!). Si pen-sem una funcio´ f com una ma`quina expenedora, aquesta composicio´ de funcions seriauna operacio´ tan natural com empalmar la sortida d’una d’aquests ma`quines amb l’en-trada d’una altra:
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D’aquesta manera, a partir d’un petit nombre de funcions ba`siques o elementals, podemconstruir funcions molt me´s complicades.
3.5 Funcions emp´ıriques
Comparem aquestes tres funcions:
1. y = x2 sin(1 + x).
2. h(t) = h0 − g2 t2.3. A = 0.307D1.803
Les tres so´n funcions, pero` representen tres situacions diverses. La primera e´s unafuncio´ que en podr´ıem dir “abstracta”. E´s una funcio´ matema`tica que pot ser u´til ensituacions mu´ltiples. Les variables x i y no signifiquen, a priori, res concret.La segona funcio´ e´s una fo´rmula f´ısica que ens do´na l’alc¸ada d’un cos pesant quecau per l’accio´ de la gravetat, en abse`ncia d’aire, a partir d’una alc¸ada inicial h0. E´stambe´ una funcio´ matema`tica “exacta” que s’ha obtingut a partir d’un model teo`ric dela gravitacio´. De fet, e´s una aproximacio´ de la realitat, nome´s va`lida per valors de tpropers a zero, que ens permetin suposar que l’acceleracio´ de la gravetat e´s constant.La tercera funcio´ ha aparegut en els exemples d’estudis al.lome`trics de determinatsarbres i no procedeix de cap model teo`ric sino´ que s’hi ha arribat a partir d’estudisexperimentals. Direm que e´s una funcio´ emp´ırica. Com s’ha obtingut aquesta funcio´?D’on surten els coeficients 0.307 i 1.803? S’han obtingut “emp´ıricament”, e´s a dir,s’han pres mesures de A i D per a un gran nombre d’arbres i s’ha buscat una funcio´matema`tica que aproximi relativament be´ aquestes observacions experimentals.
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Els estudiants de batxillerat estan acostumats a “tabular” valors d’una funcio´ abs-tracta. En el cas de les cie`ncies experimentals, sovint el que cal fer e´s tot el contrari:Es te´ una taula de valors de x , y i cal trobar una funcio´ senzilla que ens permeticalcular y a partir de x . D’una funcio´ que hem trobat d’aquesta manera en direm unafuncio´ emp´ırica.
3.6 Fem-ho amb sage
E´s clar que sage te´ incorporades totes les funcions elementals que utilitzarem aquestcurs. A me´s, e´s possible definir funcions espec´ıfiques. Hi ha diverses formes de fer-ho.Per exemple, suposem que volem definir una funcio´ que ens calculi el wind chill a partirde la temperatura i de la velocitat del vent. Ho podem fer aix´ı:
sage: W(T,V)=13.12+0.6215*T-(11.37-0.3965*T)*V^0.16
sage: W(-12,65)
-25.7898830284364
sage: round(W(-12,65),1)
-25.8La gra`fica d’una funcio´ d’una variable s’obte´ amb la comanda plot() que admet mu´lti-ples arguments, alguns dels quals ja els hem vist en els exemples del cap´ıtol anterior.
sage: f(x)=sqrt(x)
sage: plot(f(x),(x,0,5),aspect_ratio=1,ymax=3,ymin=-1)
sage: plot(W(0,x),(x,0,5),aspect_ratio=1,ymax=3,ymin=-1)La comanda aspect ratio=1 obliga a que els dos eixos estiguin a la mateixa escala.Sense aquesta comanda, sage tria automa`ticament escales apropiades per a cadaeix. Cal anar amb compte amb els punts on la funcio´ no esta` definida. Per exemple,
plot(sqrt(x),(x,-1,1)) donara` un error, perque` la funcio´ no esta` definida entre −1i 0. Suposem que volem dibuixar la gra`fica de la funcio´ f (x) = x/(x − 1) a l’interval
[0, 2]. La comanda
sage: plot(x/(x-1),(x,0,2),aspect_ratio=1)do´na un resultat que no e´s satisfactori. El motiu e´s que la funcio´ se’n va cap a l’infinitquan ens acostem a x = 1. Cal restringir els valors ma`xims de y .
sage: plot(x/(x-1),(x,0,2),aspect_ratio=1,ymax=5,ymin=-5)Aquesta comanda ens dibuixa la funcio´ i una as´ımptota vertical a x = 1. Si volemeliminar aquesta as´ımptota vertical, podem dir-li que exclogui el valor x = 1 on lafuncio´ no esta` definida.
sage: plot(x/(x-1),(x,0,2),aspect_ratio=1,ymax=5,ymin=-5,exclude=[1])Finalment, podem especificar quins punts hem de marcar a cada eix, amb l’atribut
ticks.
sage: plot(x/(x-1),(x,0,2),aspect_ratio=1,ymax=5,ymin=-5,exclude=[1],
....: ticks=[[0,1,2],[-1,3]])Si volem definir funcions me´s complicades, ho podem fer amb la sintaxi del llen-guatge python. Per exemple, suposem que volem definir una funcio´ f (x) que, per a
x ≥ 0, sigui igual a l’arrel quadrada i que valgui zero per a x < 0. Ho podem fer aix´ı:
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sage: def f(x):
....: if x<0:
....: return 0
....: else:
....: return sqrt(x)
....:
sage:En aquest cas, si volem dibuixar la gra`fica de la funcio´, no hem d’incloure la variable
x sino´ que hem d’usar aquesta sintaxi:
sage: plot(f,-2,2)
4. Funcions elementals
Farem un repa`s de les funcions me´s fonamentals de les matema`tiques, que es coneixenamb el qualificatiu de funcions elementals.
4.1 Les funcions polino`miques
Les funcions me´s senzilles so´n les funcions constants y = k que so´n les que sempreretornen el mateix valor k per a qualsevol valor de x .Despre´s de les constants, les funcions me´s senzilles son les funcions lineals
y = mx + b
que s’anomenen aix´ı perque` la seva gra`fica e´s una l´ınia recta.Les funcions quadra`tiques so´n les que s’expressen per una equacio´ de segon grau
y = ax2 + bx + c .
La seva representacio´ gra`fica e´s una para`bola. Apareixen amb molta frequ¨e`ncia a lesaplicacions. Per exemple:
• La dina`mica elemental ens diu que si un cos esta` en repo`s a una alc¸ada h0 icomenc¸a a caure per l’accio´ de la gravetat, la seva alc¸ada vindra` donada per unafuncio´ quadra`tica del temps t:
h(t) = h0 − g
2
t2.
• La llei d’accio´ de masses de la qu´ımica, en la seva formulacio´ me´s elemental, ensdiu que la velocitat v d’una reaccio´ del tipus A + B → C e´s proporcional a lesconcentracions de A i de B
v([C ]) = k([A]0 − [C ])([B]0 − [C ])
on [A]0 i [B]0 so´n les concentracions inicials de A i B respectivament, i [C ] e´s laconcentracio´ de C . Observem que e´s una funcio´ quadra`tica de la variable [C ].
La generalitzacio´ d’aquest concepte so´n les funcions polino`miques de grau arbitrari
y = anx
n + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0.
Aquestes funcions estan definides arreu.
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4.2 Les funcions racionals
Les funcions racionals so´n les que s’expressen com a quocient de dos polinomis
f (x) =
anx
n + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0
bmxm + bm−1xm−1 + · · ·+ b1x + b0 .El domini de definicio´ d’aquestes funcions esta` format per tots els nombres excepteaquells x per als quals el denominador sigui igual a zero. La me´s senzilla d’aquestesfuncions e´s la que te´ per gra`fica una hipe`rbola
f (x) =
1
x
, x 6= 0.
Una altra funcio´ racional senzilla que apareix sovint e´s la funcio´ de Monod (o lafuncio´ de Michaelis-Menten, que e´s la mateixa)
f (x) =
ax
k + x
. (∗)
Jacques Monod va introduir aquesta funcio´ el 1949 per descriure la taxa de creixement
µ dels microorganismes en un medi aquo´s com a funcio´ de la concentracio´ S del nutrientcrucial. L’equacio´ de Monod e´s
µ = µma`x S
Ks + Son Ks e´s una constant que dependra` de l’espe`cie i de les condicions ambientals. L’e-quacio´ de Michaelis-Menten e´s
v =
Vma`x[S ]
KM + [S ](ja veiem que, matema`ticament e´s la mateixa funcio´) que descriu la velocitat V d’unareaccio´ enzima`tica en funcio´ de la concentracio´ [S ] d’un determinat substrat. La mateixaequacio´ s’ha utilitzat per descriure el rendiment d’un camp de cereal (per exemple) enfuncio´ de la concentracio´ al so`l d’un cert nutrient.Dividint el numerador i el denominador per k a l’expressio´ (∗), veiem que aquestafuncio´ tambe´ es pot expressar en la forma
f (x) =
bx
1 + K x
.
Per exemple, el model de resposta funcional de Holling1 de tipus II expressa la taxade consum d’un depredador com a funcio´ de la densitat de preses segons la fo´rmula
f (R) =
aR
1 + ahRon R e´s la densitat de preses (o de recursos), a e´s una constant que mesura la taxade depredacio´ i h e´s una altra constant que mesura el temps necessari perque` eldepredador consumeixi la presa.2
1C.S. Holling e´s un eco`leg famo´s, nascut el 1930 al Canada`.2Busqueu informacio´ a Internet sobre la Holling disc equation.
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Observem3 que, en la funcio´ de Monod f (x) = ax/(k + x), si x e´s petit, la funcio´s’acosta a una recta de pendent a/k , mentre que a mida que x creix, la funcio´ es va“ajaient” i es va acostant a un valor ma`xim igual a a. La representacio´ gra`fica e´saquesta
Me´s enlla` de la funcio´ de Monod, altres funcions racionals que apareixen a lesaplicacions so´n les funcions de Holling de tipus III i tipus IV, que so´n funcions comaquestes
y =
ax2
b2 + x2
, (tipus III), y = ax
b + cx + x2
, (tipus IV)4.
Tenen aquesta forma (en vermell la de tipus IV i en blau la de tipus III):
La difere`ncia qualitativa entre una funcio´ de Holling tipus II i una tipus III e´s que,per a valors petits de la variable, la de tipus III te´ un creixement me´s lent que la detipus II. Les funcions de tipus IV so´n interessants perque` poden modelar situacions enles quals tant l’exce´s com la manca d’un nutrient x perjudiquen el creixement de lavariable y . Per exemple, s’han utilitzat per modelar el cultiu de microorganismes ensubstrats que n’inhibeixen el metabolisme.5
3Aixo` que ve ara ho entendrem millor quan haguem estudiat la derivada.4En alguns llocs les funcions de tipus IV tenen com a numerador ax2. La difere`ncia qualitativa entreels dos casos e´s que, per a valors grans de x , una funcio´ s’acosta a 0 i l’altra s’acosta a a.5Vegeu A Mathematical Model for the Continuous Culture of Microorganisms Utilizing Inhibitory Subs-trates, Biotechnol. Bioeng. 10 (1968), 707–723. Per exemple, els bacteris nitrificants que s’utilitzen en eltractament d’aigu¨es poden seguir una funcio´ de tipus IV d’aquestes.
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4.3 Les funcions potencials
En els polinomis, els exponents so´n nombres enters. Si aquests exponents so´n nombresdecimals arbitraris, parlem de funcions potencials (en angle`s, power laws). La funcio´potencial elemental e´s
y = kx r
on k e´s una constant i r e´s un nombre que no e´s enter. El domini de definicio´ d’aquestafuncio´ e´s x > 0.Aquestes funcions potencials tenen moltes aplicacions, per exemple en el camp del’al.lometria6
• La llei de Kleiber (formulada per Max Kleiber als anys 30 del segle passat)e´s l’observacio´ que, en un gran nombre d’animals, el seu metabolisme (e´s a dir,la quantitat d’energia que generen o, equivalentment, necessiten per viure) e´sproporcional a la pote`ncia 3/4 de la seva massa. E´s a dir,
M = km0.75
on m e´s la massa de l’animal i M e´s el seu metabolisme. Per exemple, segonsaquesta llei, com que la massa del gat e´s aproximadament 100 vegades la delratol´ı, el metabolisme del gat sera` aproximadament 32 vegades el del ratol´ı.
• S’han fet estudis al.lome`trics que relacionen la massa del cor i la massa total dediverses espe`cies d’aus i s’ha trobat que segueixen aproximadament una funcio´potencial
MC = 8.76× 10−3 m0.92on MC e´s la massa del cor (kg) i m e´s la massa corporal (kg).7
• En el cap´ıtol anterior hem parlat dels estudis d’al.lometria que s’han fet perrelacionar les diverses mesures dels arbres: dia`metre del tronc, alc¸ada, biomassatotal, superf´ıcie foliar, etc. En molts casos, s’ha arribat a relacions al.lome`triquesdel tipus potencial. Per exemple, a la pa`gina 17 de l’informe que hem citat hitrobem la relacio´ al.lome`trica
H = 3.240838DBH0.613065
entre l’alc¸ada H (en metes) d’un faig (Fagus Silvatica) i el dia`metre a 1.37 msobre el so`l DBH (en cm).
El comportament de la funcio´ y = kx r depe`n de si r e´s positiu o negatiu i de si
|r | > 1 o |r | < 1. El dibuix segu¨ent mostra diverses gra`fiques. La corba vermellarepresenta r = −0.5, la corba porpra representa r = −1.5, la corba blava representa
r = 1.5 i la corba verda representa r = 0.5.
6Al.lometria: estudi de les relacions entre les diverses mesures dels organismes.7Vegeu Allometric relations of cardiovascular function in birds, Am J Physiol. 1983 Oct;245(4):H567–72.
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4.4 Fem-ho amb sage
Les funcions polino`miques es poden definir de la manera que ja coneixem. Per exemple,
sage: p(x)=3*x^3-2*x^2+x+1Recordem que una arrel d’un polinomi e´s un valor de la variable que fa que elpolinomi valgui zero. La comanda
sage: p(x).roots()ens do´na les arrels exactes d’aquest polinomi. En aquest cas, obtenim una expressio´molt complicada que e´s poc u´til i, per a polinomis me´s complicats, la comanda anteriorno trobara` les arrels exactes. Cal usar aquesta sintaxi:
sage: p(x).roots(ring=RR)on l’expressio´ ring=RR indica que volem les arrels com a nombres reals (inexactes).Per exemple
sage: (3*x^8-2*x^2+x+1).roots(ring=RR)
[(-0.928030244348921, 1), (-0.504162567229218, 1)]troba les dues arrels reals d’aquest polinomi de grau 8. Per exemple,
sage: h(x)=x^7+4*x^6-14*x^4-5*x^3+18*x^2+4*x-8
sage: h(x).roots(ring=RR)
[(-2.00000000000000, 3), (-1.00000000000000, 1), (1.00000000000000, 3)]
sage: h(x).factor()
(x+2)^3*(x+1)*(x-1)^3
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5.1 Les funcions exponencials
Si a > 0, podem considerar la funcio´ y = ax o, me´s en general, la funcio´
y = k arx
on k , r 6= 0 so´n constants. D’aquesta famı´lia de funcions se’n diuen funcions exponen-cials i so´n molt importants a la cie`ncia, com veurem al llarg del curs. El valor de a queme´s s’utilitza (ja veurem el perque` me´s endavant) e´s el del nombre e . Aquest nombre
e = 2.718281828459045235360287471352662497757247093699959574967 . . .
e´s una constant matema`tica fonamental, com ho e´s el nombre pi. De la mateixa maneraque pi esta` relacionat amb la circumfere`ncia (pi e´s l’a`rea limitada per una circumfere`nciade radi 1), el nombre e esta` relacionat amb la hipe`rbola: l’a`rea limitada per la hipe`rbola
xy = 1 entre x = 1 i x = e e´s exactament 1.
La funcio´ exponencial de base e tambe´ s’indica amb la notacio´ exp:
y = k erx = k exp(rx).
Aquesta notacio´ e´s molt u´til quan l’exponent e´s una expressio´ complicada. La gra`ficade la funcio´ exponencial ex te´ aquesta forma:
28
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La funcio´ exponencial te´ aquestes propietats:
• La funcio´ exponencial esta` definida arreu.
• ex > 0 per qualsevol valor de x . En particular, ex mai no val zero, encara que enel dibuix ho sembli.
• exp(x + y) = exp(x) exp(y). Podem dir que la funcio´ exponencial “transformasumes en productes”. Tambe´ exp(x − y) = exp(x)/ exp(y) i exp(sx) = exp(x)s .
• Tot nombre positiu apareix com a resultat de l’exponencial. Me´s exactament, si
y > 0, existeix un u´nic x tal que ex = y .
• Si x << 0 (e´s a dir, x e´s un nombre negatiu i |x | e´s molt gran), ex ≈ 0.
• Quan x > 0, la funcio´ exponencial creix molt de pressa. Quan x < 0, la funcio´creix molt lentament.
La funcio´ exponencial e´s tan fonamental i apareix a tants a`mbits, que no posarem aracap exemple perque` ja n’apareixeran prou al llarg del curs.Canviant el valor del para`metre r podem modificar la forma de la gra`fica de lafuncio´. Per exemple, aquest dibuix mostra les gra`fiques de erx per r = ±0.2,±0.5,±1:
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5.2 Les funcions logar´ıtmiques
La funcio´ logaritme en base a > 0, y = loga(x) e´s la inversa de la funcio´ exponencialde base a. E´s a dir,
y = ax e´s el mateix que x = loga(y).La funcio´ logaritme “desfa`” el que hagi fet la funcio´ exponencial:
loga(a
x) = x , aloga(y) = y .Tal i com passava amb la funcio´ exponencial, la funcio´ logaritme me´s important e´s lade base e . S’anomena logaritme natural o logaritme neperia`1 i la designarem sensesub´ındex. E´s a dir, la funcio´ log(x) indicara` el logaritme neperia` de x .2Com e´s lo`gic, la gra`fica de la funcio´ y = log(x) e´s la mateixa que la de la funcio´
x = ey i s’obte´, per tant, agafant la gra`fica de y = ex anterior i intercanviant els eixos.Les propietats de la funcio´ logaritme so´n una reinterpretacio´ de les propietats de lafuncio´ exponencial: La funcio´ logaritme te´ aquestes propietats:
• La funcio´ logaritme nome´s esta` definida per x > 0.• log(1) = 0.• log(xy) = log(x)+log(y). Podem dir que la funcio´ logaritme “transforma productesen sumes”. Tambe´ log(x/y) = log(x)− log(y) i s log(x) = log(x s).• Si x ≈ 0 (e´s a dir, x e´s un nombre positiu molt petit), log(x) e´s un nombre negatiude valor absolut molt gran.
1En honor de John Napier of Merchiston (1550–1617), que va ser l’inventor dels logaritmes (1614).2Aquesta convencio´ e´s la que utilitzen tots els matema`tics i e´s consistent amb la idea que el logaritmeneperia` e´s el me´s important, pero` tambe´ e´s cert que, per motius de tradicio´, tambe´ s’utilitza la notacio´
ln per indicar el logaritme en base e , e´s a dir, el logaritme neperia`. En aquest curs, log sempre indicara`el logaritme neperia` (que e´s el que s’utilitza en el 99% dels casos). Quan calgui utilitzar algun altrelogaritme (en base 10, en base 2, o en qualsevol altra base) indicarem expl´ıcitament la base en la forma
log2, log10, etc.
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• Quan x > 1, la funcio´ logaritme creix lentament, quan x < 1, la funcio´ creix moltra`pidament.
El logaritme ens permet expressar qualsevol funcio´ exponencial a partir de l’exponencialde base e i qualsevol logaritme a partir del logaritme de base e:
ex log(a) = (e log(a))x = ax ; loga(x) log(a) = log
(
aloga(x)
)
= log(x).
loga(x) =
log(x)
log(a)
.
Exemples: El nombre de situacions cient´ıfiques en les que apareixen funcions lo-gar´ıtmiques e´s immens.
• Un ı´ndex que s’utilitza a ecologia per mesurar el nivell de biodiversitat en unazona e´s l’´ındex de Shannon
H = −
R∑
i=1
pi log(pi )
on p1, . . . , pR so´n les proporcions de cada espe`cie d’intere`s a la zona d’estudi.• El pH d’una dissolucio´ aquosa es defineix com
pH = −log10(aH3O+)on aH3O+ e´s l’activitat dels cations hidroni a la dissolucio´.
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• El 1969, Jukes i Cantor van proposar un model per mesurar la dista`ncia evolutivaentre dues sequ¨e`ncies gene`tiques:
d = −3
4
log
(
1− 4
3
p
)
on p e´s la proporcio´ de difere`ncies entre les dues sequ¨e`ncies.
• L’´ındex de Richter d’un terratre`mol es va definir com
M = log10
(
A
A0(δ)
)
on A e´s l’amplitud de les ones s´ısmiques i A0 e´s una certa funcio´ emp´ırica de ladista`ncia a l’epicentre.
• Donades dues frequ¨e`ncies a i b, el nombre d’octaves que les separen e´s
n = log2
(a
b
)
.
• La llei de Fechner de la psicof´ısica afirma que les sensacions so´n proporcionals allogaritme dels est´ımuls. La fotografia ha de tenir en compte aquesta llei, perque`els sensors digitals no segueixen la llei de Fechner.3 Quantitativament, escrivim
p = k log
S
S0
on p e´s la percepcio´ rebuda i S e´s la magnitud de l’est´ımul.
• A la microeconomia cla`ssica s’estudien les funcions d’utilitat que so´n funcionsque, a cada possible objecte de consum d’un determinat conjunt, li associen unnombre que indica la prefere`ncia del consumidor per aquest objecte. Sovint,aquestes funcions so´n logar´ıtmiques.4
• Un tema important en el disseny de generadors eo`lics i tambe´ en els estudis dela dispersio´ de la pol.lucio´ atmosfe`rica e´s cone`ixer com canvia la velocitat del vent
u en funcio´ de d’alc¸ada sobre el so`l z . Un model cla`ssic ve donat per la funcio´5
u(z) =
u∗
κ
(
log
(
z − d
z0
)
+ ψ(z , z0, L)
)
.
3La resposta del sensor d’una ca`mera digital e´s aproximadament lineal. Per tant, un cop el sensor haadquirit la fotografia cal fer una transformacio´ exponencial per tal d’obtenir una fotografia que, al nostresulls, s’assembli a la imatge original.4Si voleu me´s informacio´, consulteu “Logarithmic laws in service quality perception: where microeco-nomics meets psycophysics and quality of experience”, Telecommun. Syst. 52, n. 2 (2013) 587–600.5Per entendre que` e´s cada terme d’aquesta funcio´, consulteu l’entrada “log wind profile” a Wikipe-dia.org.
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5.3 L’escala logar´ıtmica
Quan representem els nombres sobre una recta, escollim dos punts que marquem coma 0 i 1 (el punt 1 a la dreta del punt 0) i aleshores, desplac¸ant el segment entre 0 i 1cap a la dreta, anem sumant 1 repetidament i obtenim els punts 2, 3, etc. Desplac¸antel mateix segment cap a l’esquerra, anem restant 1 repetidament i obtenim els punts-1, -2, -3, etc. Obtenim el que en podem dir l’escala ordina`ria.
A l’escala logar´ıtmica fem una cosa similar, pero` multiplicativament : escollim dospunts que marquem com a 1 i 10, el 10 a la dreta de l’1. En lloc de 10, podem prendrequalsevol altre nombre > 1. Aleshores, desplac¸ant el segment entre 1 i 10 cap a ladreta, anem multiplicant per 10 repetidament i obtenim els punts 100, 1000, 104, 105,etc. Desplac¸ant el mateix segment cap a l’esquerra, anem dividint per 10 repetidamenti obtenim els punts 0.1 = 10−1, 0.01 = 10−2, 10−3, 10−4, etc. Obtenim el que es coneixcom l’escala logar´ıtmica.
Observem:
• A l’escala logar´ıtmica nome´s hi apareixen els nombres positius.
• La relacio´ entre l’escala ordina`ria i l’esca logar´ıtmica e´s que el punt a a l’escalaordina`ria e´s el punt 10a a l’escala logar´ıtmica i, rec´ıprocament, el punt b a l’escalalogar´ıtmica e´s el punt log10(b) a l’escala ordina`ria.
• El punt mig entre els punts 1 i 10 no e´s el punt 5, sino´ que e´s el punt √10 = 100.5.
Si una funcio´ esta` definida sobre els nombres positius i pren nome´s valors positius,podem representar la gra`fica d’una funcio´ prenent escales logar´ıtmiques per als doseixos. L’aspecte de la gra`fica pot canviar substancialment. Per exemple, dibuixem lafuncio´ y = √x en escala ordina`ria i en escala logar´ıtmica.
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Observem que quan dibuixem la funcio´ y = √x = x0.5 en escala logar´ıtmica, la gra`ficasembla una recta. Aixo` no e´s cap casualitat:
Quan dibuixem una funcio´ potencial y = kx r en escala logar´ıtmica obte-nim una recta de pendent r .
L’explicacio´ e´s molt senzilla: si tenim y = kx r i prenem logaritmes als dos costats,obtenim
log(y) = log(k) + r log(x).E´s a dir, tenim
Y = K + rX(hem posat K = log(k)) que e´s una recta en l’escala X = log(x), Y = log(y), que e´sl’escala logar´ıtmica.Aquesta observacio´ e´s molt me´s important del que pot semblar al primer moment.A la pra`ctica, el que es fa quan estudiem un fenomen que sospitem que pot venir donatper una funcio´ potencial e´s recollir mostres i situar els valors que hem trobat en unpla de coordenades logar´ıtmiques. Aleshores, busquem una recta de regressio´ queaproximi aquests punts. Si l’aproximacio´ e´s bona, podem afirmar que tenim una relacio´potencial, i l’exponent e´s el pendent d’aquesta recta de regressio´ que hem trobat.De vegades, tambe´ s’utilitza l’escala semilogar´ıtmica, que e´s l’escala en que` s’u-tilitza l’escala ordina`ria a l’eix x i l’escala logar´ıtmica a l’eix y . En aquesta situacio´tenim:
Quan dibuixem una funcio´ exponencial y = kerx en escala semilogar´ıtmicaobtenim una recta de pendent r .
Exemple: Buscant una relacio´ al.lome`trica entre la massa del cor i la massa corporal enun grup important d’espe`cies d’aus s’ha observat que, si dibuixem en escala logar´ıtmicala gra`fica de la massa del cor (en grams) com a funcio´ de la massa corporal (en kg),obtenim aproximadament una recta de pendent 0.92. Si una espe`cie A te´ una massacorporal 10 vegades superior a la d’una altra espe`cie B , quina relacio´ hi haura` entrela massa del cor cA de l’espe`cie A i la massa del cor cB de l’espe`cie B?
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El fet que la gra`fica s’acosti a una recta en escala logar´ıtmica, ens diu que la funcio´s’ha d’acostar a una funcio´ potencial. Si la recta te´ pendent 0.92, la funcio´ potencialha de ser
c = km0.92on m e´s la massa corporal i c e´s la massa del cor. Apliquem aquesta funcio´ a lesespe`cies A i B . Obtenim
cA = km
0.92
A = k(10×mB)0.92 = 100.92km0.92B = 100.92cB ≈ 8.32× cB .Per tant, estimem que la massa del cor a l’espe`cie A sera` 8.32 vegades la massa delcor a l’espe`cie B .Exemple: Es fa un estudi de la relacio´ entre la densitat de plantacio´ X i la produccio´per planta (per exemple, blat de moro, cirerers, etc.) Y , representem els resultats enuna escala logar´ıtmica i observem que la gra`fica de Y = Y (X ) s’aproxima a una rectade pendent −3/2. Quines conclusions en traiem? En primer lloc, a nivell qualitatiu,sabem que la produccio´ per planta disminueix quan augmenta la densitat de plantacio´.A nivell quantitatiu, sabem que la funcio´ Y = Y (X ) sera` una funcio´ potencial d’exponent
−3/2
Y = K X−3/2.Si coneixem un valor concret de Y podem determinar el valor de la constant K .
5.4 Fem-ho amb sage
Podem dibuixar gra`fiques en escala logar´ıtmica o semi-logar´ıtmica. Per exemple,
sage: m=var(’m’)
sage: f(m)=3.25*m^0.32
sage: plot(f(m),(m,0,4),aspect_ratio=1)
sage: plot(f(m),(m,0,4),scale=’loglog’)
sage: g(m)=3.25*exp(0.32*m)
sage: plot(g(m),(m,0,4),aspect_ratio=1)
sage: plot(g(m),(m,0,4),scale=’semilogy’)
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6.1 Funcions sinuso¨ıdals
Les funcions trigonome`triques sin(x) i cos(x), com que nome´s depenen de l’angle, so´nperio`diques
sin(x + 2pi) = sin(x), cos(x + 2pi) = cos(x)i apareixen en l’estudi dels feno`mens perio`dics: moviment harmo`nic, ones, feno`mensnaturals amb periodicitat dia`ria o anual, etc. Per exemple:
• El model cla`ssic de Nakatsugawa et al. de 1996 per a la temperatura de lasuperf´ıcie del mar1 e´s
T (D) = Tm +
Tv
2
sin
(
2piD
365
)
+ Tp
on D e´s el dia de l’any (comptat a partir del dia que marca la temperaturamitjana), Tm e´s la temperatura mitjana anual, Tv e´s l’amplitud te`rmica anual i Tpe´s un terme que serveix per incorporar pertorbacions com pot ser “el nin˜o”.
• En els estudis sobre la fotos´ıntesi cal tenir en compte la irradiacio´ solar dia`ria.L’equacio´ me´s natural e´s aquesta2
E (t) = Em sin
(pit
N
)
on E (t) e´s la insolacio´ t hores despre´s de la sortida del sol, Em e´s la irradiacio´solar al migdia i N e´s el nombre d’hores de sol totals del dia.
La funcio´ sinuso¨ıdal me´s general e´s
f (x) = A sin(2piνx + b).
Observem que la funcio´ cosinus e´s un cas particular d’aixo`, perque`
cos(x) = sin
(
x +
pi
2
)
.
Discutim ara el significat dels para`metres A, ν i b.
• A e´s la meitat de l’amplitud del moviment sinuso¨ıdal. Recordem que la funcio´
sin te´ un valor mı´nim de −1 i un valor ma`xim de 1. Per tant, si volem una funcio´sinuso¨ıdal que oscil.li entre −A i A, hem de multiplicar la funcio´ sin per A.
1Vegeu Kavvas, Anderson, Mathematical Models of Large Watershed Hydrology, p. 198.2Vegeu Kirk, Light and Photosynthesis in Aquatic Ecosystems, p. 41.
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• ν e´s la frequ¨e`ncia. Recordem que un cicle de la funcio´ sin te´ una longitud de 2pi,e´s a dir, la funcio´ sinus es torna a repetir despre´s de 2pi. Si volem una funcio´sinuso¨ıdal que es repeteixi cada 1/ν, hem de considerar sin(2piνx).
• b e´s la fase. Recordem que sin(0) = 0. Si volem una funcio´ sinuso¨ıdal que tinguiel primer zero en un determinat valor x = −b, hem de considerar sin(x + b).
D’aquesta manera, escollint convenientment aquests para`metres podem adaptar la fun-cio´ sinuso¨ıdal a les nostres necessitats.
Funcions sinuso¨ıdals amb diversos valors dels para`metres A, ν i b.
Sumant a una funcio´ donada una funcio´ sinuso¨ıdal, podem obtenir una funcio´ quevagi oscil.lant a l’entorn de la funcio´ inicial. Per exemple, la gra`fica segu¨ent representauna funcio´ quadra`tica (una para`bola) amb una petita pertorbacio´ sinuso¨ıdal:
La funcio´ e´s
y = 0.5 x2 + 0.2 sin(25x).
Exemple: En un estudi sobre la temperatura mitjana (de les mı´nimes) en un deter-minat observatori (la Seu d’Urgell), s’ha vist que segueix aproximadament una funcio´
38 6. Funcions elementals —3—
sinuso¨ıdal. La temperatura mitjana (de les mı´nimes) d’aquest observatori e´s 5.7. El diame´s fred de l’any e´s el 6 de febrer i l’amplitud te`rmica anual e´s de 14.8 graus. Trobeuuna funcio´ sinuso¨ıdal que aproximi aquestes dades.Si expressem el temps d en dies i la temperatura T en Celsius, la funcio´ sinuso¨ıdalque busquem e´s
T = Tm + A sin(2piνd + b)on Tm sera` la temperatura mitjana anual i A sera` la semi-amplitud te`rmica. Com quela periodicitat ha de ser anual, ν = 1/365. Nome´s ens cal determinar el para`metre b.Sabem que el mı´nim de la funcio´ es produeix quan d = 37. Aquest mı´nim correspon a
sin(2piνd + b) = −1 i, per tant, 2piνd + b = −pi/2. Aixo` ens do´na
b = pi
(
1
2
− 2× 37
365
)
≈ −0.7027pi.
La funcio´ sinuso¨ıdal que busquem e´s
T (d) = 5.7 + 7.4 sin
(
pi
(
2d
365
− 0.7027
))
.
6.2 Fem-ho amb sage
La figura anterior amb quatre funcions sinuso¨ıdals esta` feta amb aquestes comandes:
sage: p=plot(2.1*sin(2*pi*1.2*x+1),(x,-5,5),aspect_ratio=1)
sage: q=plot(1.2*sin(2*pi*0.6*x-2),(x,-5,5),color=’red’)
sage: r=plot(1.7*sin(2*pi*0.2*x-4),(x,-5,5),color=’purple’)
sage: s=plot(0.2*sin(2*pi*8*x-4),(x,-5,5),color=’orange’)
sage: p+q+r+s
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7.1 Comportament a llarg termini
Si estudiem un fenomen descrit per una funcio´ y = y(x), ens interessa cone`ixer elcomportament de la variable y per a valors molt grans de la variable x . Si la variable
x e´s el temps, aixo` e´s precisament el que` en diem comportament de y a llarg termini.Considerem una funcio´ logar´ıtmica com y = log(x) i una funcio´ de Monod com
y = x/(1 + x). Veiem que tenen comportaments a llarg termini ben diferents:
La funcio´ logar´ıtmica creix “il.limitadament”, e´s a dir, supera qualsevol valor N , pergran que sigui. En canvi, la funcio´ de Monod es va acostant me´s i me´s al valor 1, sensesuperar-lo mai. E´s a dir, per qualsevol valor , per petit que sigui, si x e´s prou grantindrem que |y − 1| < . Aquestes situacions les expressarem utilitzant el conceptematema`tic de l´ımit:
lim
x→∞ log(x) =∞; limx→∞
x
1 + x
= 1.
Si la funcio´ esta` definida per als nombres negatius, tambe´ podem preguntar-nos pelcomportament de la funcio´ quan la variable “tendeix” a −∞. Per exemple, hem vist
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abans que
lim
x→−∞ e
x = 0.
Repassem quin e´s el comportament a llarg termini —el l´ımit— de les diversesfuncions elementals.
• Lineals i polino`miques. Aquestes funcions (en valor absolut), creixen indefinida-ment per a valors grans de la variable (en valor absolut). De fet, si |x | e´s moltgran, un polinomi xn + an−1xn−1 + · · · + a0 (n > 0) es comporta igual que el seuterme de grau ma`xim
lim
x→±∞(x
n + an−1xn−1 + · · ·+ a0) = lim
x→±∞ x
n
i, d’altra banda,
lim
x→∞ x
n =∞; lim
x→−∞ x
n = (−1)n∞.
• Racionals. Igual que en el cas dels polinomis, quan |x | e´s molt gran nome´s e´srellevant el terme de grau me´s gran del numerador i el denominador:
lim
x→±∞
anx
n + an−1xn−1 + · · ·+ a0
bmxm + bm−1xm−1 + · · ·+ b0 = limx→±∞
anx
n
bmxm
=
an
bm
lim
x→±∞ x
n−m.
D’altra banda,
lim
x→∞ x
r =

∞ si r > 0,
1 si r = 0,
0 si r < 0. limx→−∞ x r =

(−1)r∞ si r > 0,
1 si r = 0,
0 si r < 0.
• Potencials. x r es comporta essencialment com si l’exponent fos enter i tenim lamateixa fo´rmula anterior. Nome´s te´ sentit el cas x → ∞ perque` les funcionspotencials nome´s estan definides per x > 0.
• Exponencial i logaritme. Ja hem considerat aquests casos abans. Tenim
lim
x→∞ e
x =∞; lim
x→−∞ e
x = 0; lim
x→∞ log(x) =∞.En el cas del logaritme, no te´ sentit el l´ımit quan x → −∞ perque` la funcio´logaritme nome´s esta` definida per x > 0.
• Trigonome`triques. Les funcions sinuso¨ıdals van oscil.lant indefinidament, sempreamb la mateixa amplitud. Per tant, quan x tendeix a ±∞ aquestes funcions nis’acosten a cap valor concret, ni s’allunyen cap a ±∞. Simplement, no tenenl´ımit. Aqu´ı observem que el l´ımit d’una funcio´ limx→∞ f (x) pot no existir. Lafuncio´ tangent tampoc no te´ l´ımit (perque` tambe´ e´s perio`dica).En canvi, l’altra funcio´ trigonome`trica important, la funcio´ arc-tangent, s´ı que te´un l´ımit:
lim
x→∞ arctan(x) =
pi
2
; lim
x→−∞ arctan(x) = −
pi
2
.
E´s interessant recordar l’aspecte que te´ la gra`fica d’aquesta funcio´:
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7.2 L´ımits finits i l´ımits laterals
En concepte de l´ımit tambe´ pot estendre al cas en que` la variable tendeix a un deter-minat valor finit a. Considerem, per exemple, la funcio´ y = x−2. Aquesta funcio´ no esta`definida per x = 0, pero` podem estudiar el seu comportament quan x e´s “molt proper”a zero, sense ser mai igual a zero. Veiem immediatament que quan x → 0, la funcio´creix il.limitadament. Direm que
lim
x→0
1
x2
=∞.
Considerem la funcio´ y = log(x) que nome´s esta` definida per valors x > 0. Sa-bem que si x > 0 e´s molt petit, la funcio´ y pren valors negatius de valor absolutil.limitadament gran. Direm que
lim
x→0+
log(x) = −∞.
Observem la notacio´ x → a+ que ens indica que prenem valors de x arbitra`riamentpropers a a pero` sempre > a. Ana`logament, podem considerar la notacio´ x → a− queens indica que prenem valors de x arbitra`riament propers a a pero` sempre < a.
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Considerem la funcio´
y =
x2 + x − 2
x2 − 1que esta` definida arreu excepte als punts x = ±1 perque` en aquests punts s’anul.lael denominador. Podem preguntar-nos pels l´ımits d’aquesta funcio´ quan la variable
x → ±1. Observem que x2 + x − 2 = (x − 1)(x + 2) i x2 − 1 = (x + 1)(x − 1), per tant,fora dels punts x = ±1, podem escriure y = (x + 2)/(x + 1). Veiem aixo`:
lim
x→1
x2 + x − 2
x2 − 1 = limx→1
x + 2
x + 1
=
3
2
;
lim
x→−1+
x2 + x − 2
x2 − 1 = limx→−1+
x + 2
x + 1
=∞;
lim
x→−1−
x2 + x − 2
x2 − 1 = limx→−1−
x + 2
x + 1
= −∞;
7.3 El concepte de continu¨ıtat
Considerem la funcio´ part entera y = bxc que hem definit en una seccio´ anterior iobservem el fenomen segu¨ent. Considerem els nombre 0 ≤ x < 1. La seva part enterae´s zero. Per molt que x s’acosti a 1, mentre x < 1, la part entera sera` zero. Pero` lapart entera de 1 e´s 1. Tenim, doncs, una discrepa`ncia entre el l´ımit quan x → 1− i elvalor de la funcio´ quan x = 1:
0 = lim
x→1−
bxc 6= b1c = 1.
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Aquesta discrepa`ncia es deu a que la funcio´ “fa un salt” en el punt x = 1. Diem que hiha una discontinu¨ıtat. Aquest e´s exactament el significat del concepte de continu¨ıtaten una funcio´:
Una funcio´ f (x) e´s cont´ınua en el punt x = a si limx→a f (x) existeix i
limx→a f (x) = f (a).
Ens interessa saber quines funcions elementals so´n cont´ınues:
Totes les funcions elementals so´n cont´ınues, en els seus dominis de defini-cio´. Tambe´ ho so´n les funcions que s’obtenen per composicio´ de funcionselementals, en els seus dominis de definicio´.
(Aixo` exclou la funcio´ part entera, que no la considerem com una funcio´ elemental.) Pertant, per calcular el l´ımit d’una composicio´ de funcions cont´ınues, quan x → a, si lafuncio´ esta` definida a x = a, simplement hem de substituir x per a i avaluar la funcio´.
7.4 Una propietat essencial de les funcions cont´ınues
La idea mateixa de continu¨ıtat ens diu, per exemple, que no podem passar cont´ınuamentde 2 a 3 sense passar per tots els valors que hi ha entre 2 i 3. Aquesta e´s una propietatessencial de les funcions cont´ınues. Dit amb me´s precisio´:
Sigui f (x) una funcio´ cont´ınua definida a tots els punts d’un interval [a, b].Sigui K un valor entre f (a) i f (b). Aleshores, existeix algun valor c al’interval [a, b] tal que f (c) = K .
Aix´ı, la funcio´ cont´ınua del dibuix ha de tallar necessa`riament la l´ınia vermella:
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Aquesta propietat —que es coneix amb el nom de propietat de Bolzano— te´ unagran importa`ncia pra`ctica perque` ens do´na un me`tode per resoldre equacions.Exemple: Resoleu aquesta equacio´: cos(x) = x .Considerem la funcio´ f (x) = cos(x) − x , que sabem que e´s una funcio´ cont´ınua.Observem que f (0) = 1 i f (pi/2) = −pi/2. Per tant, per la propietat de Bolzano hi had’haver un valor c entre 0 i pi/2 tal que f (c) = 0. Aquest valor sera` una solucio´ del’equacio´. De moment sabem, doncs, que l’equacio´ te´ solucio´. Ara voldr´ıem trobar-la.Calculem el valor de la funcio´ en un punt intermedi entre 0 i pi/2, per exemple,
f (0.9) ≈ −0.116673 < 0. Per tant, novament per la propietat de Bolzano, hi haura`una solucio´ de l’equacio´ entre 0 i 0.9. Si anem repetint aquest proce´s, cada vegadaacotarem me´s la solucio´, fins que la coneguem amb la precisio´ que ens calgui.La taula segu¨ent e´s un exemple fet molt ra`pidament amb un full de ca`lcul. Laprimera columna e´s un nu´mero A tal que f (A) > 0, la tercera columna e´s un nu´mero Btal que f (B) < 0 i la segona columna e´s el punt mig entre A i B . Les tres columnes dela dreta so´n els valors de la funcio´ als punts A, B i C i aquests valors ens permetendecidir quins so´n els punts A i B de la fila segu¨ent. Ra`pidament arribem a un valor Ctal que f (C ) ≈ 0. Aquest C e´s una solucio´ aproximada. En la taula veiem que aquestvalor e´s C = 0.7390851.Hem arribat a aquesta solucio´ aproximada per un proce´s iteratiu, e´s a dir, un proce´sque consisteix en repetir indefinidament un mateix me`tode de manera que a cada novarepeticio´ ens acostem me´s al resultat exacte de manera que, en el l´ımit, obtindr´ıemaquest resultat exacte.
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A C = (A + B)/2 B f (A) f (C ) f (B)0.00000000 0.75000000 1.50000000 1.00000000 -0.01831113 -1.429262800.00000000 0.37500000 0.75000000 1.00000000 0.55550762 -0.018311130.37500000 0.56250000 0.75000000 0.55550762 0.28342450 -0.018311130.56250000 0.65625000 0.75000000 0.28342450 0.13603586 -0.018311130.65625000 0.70312500 0.75000000 0.13603586 0.05970028 -0.018311130.70312500 0.72656250 0.75000000 0.05970028 0.02089986 -0.018311130.72656250 0.73828125 0.75000000 0.02089986 0.00134515 -0.018311130.73828125 0.74414063 0.75000000 0.00134515 -0.00847036 -0.018311130.73828125 0.74121094 0.74414063 0.00134515 -0.00355944 -0.008470360.73828125 0.73974609 0.74121094 0.00134515 -0.00110635 -0.003559440.73828125 0.73901367 0.73974609 0.00134515 0.00011960 -0.001106350.73901367 0.73937988 0.73974609 0.00011960 -0.00049333 -0.001106350.73901367 0.73919678 0.73937988 0.00011960 -0.00018685 -0.000493330.73901367 0.73910522 0.73919678 0.00011960 -0.00003363 -0.000186850.73901367 0.73905945 0.73910522 0.00011960 0.00004299 -0.000033630.73905945 0.73908234 0.73910522 0.00004299 0.00000468 -0.000033630.73908234 0.73909378 0.73910522 0.00000468 -0.00001447 -0.000033630.73908234 0.73908806 0.73909378 0.00000468 -0.00000490 -0.000014470.73908234 0.73908520 0.73908806 0.00000468 -0.00000011 -0.000004900.73908234 0.73908377 0.73908520 0.00000468 0.00000229 -0.000000110.73908377 0.73908448 0.73908520 0.00000229 0.00000109 -0.000000110.73908448 0.73908484 0.73908520 0.00000109 0.00000049 -0.000000110.73908484 0.73908502 0.73908520 0.00000049 0.00000019 -0.000000110.73908502 0.73908511 0.73908520 0.00000019 0.00000004 -0.000000110.73908511 0.73908515 0.73908520 0.00000004 -0.00000003 -0.000000110.73908511 0.73908513 0.73908515 0.00000004 0.00000000 -0.00000003
7.5 Fem-ho amb sage
sage pot calcular, en alguns casos, l´ımits de funcions. Per exemple, podem calcular elsvuit l´ımits d’un dels exercicis d’aquesta primera part aix´ı:
sage: limit((1+log(x))/(2+x),x=0,dir=’plus’)
-Infinity
sage: limit(sin(x)/x^2,x=oo)
0
sage: limit(log((x^2+1)/x^2),x=Infinity)
0
sage: limit(log(x-1)/log(x),x=1,dir=’plus’)
-Infinity
sage: limit(sqrt(x-1)*exp(-x),x=1,dir=’plus’)
0
sage: limit(tan(x),x=pi/2,dir=’plus’)
-Infinity
sage: limit(3*e^(-x)/(1+e^(-x)),x=oo)
0
sage: limit(12*exp(-5/x^2),x=0)
0
sage: limit(((x+2)/x)^x,x=oo)
e^2
8. Alguns l´ımits significatius
8.1 Casos d’indeterminacio´
Suposem que multipliquem una funcio´ f (x) que tendeix a ∞ per una altra funcio´ g(x)que tendeix a 0. Que` podem afirmar del l´ımit del producte d’aquestes dues funcions
f (x)g(x)? N’hi ha prou amb considerar alguns exemples elementals per veure que nopodem concloure res sobre el l´ımit d’aquest producte.
lim
x→∞ x ·
2
x
= 2; lim
x→∞ x ·
2
x2
= 0; lim
x→∞ x
2 · 2
x
=∞.
Diem que tenim un cas d’indeterminacio´ del tipus ∞ · 0. De manera informal, podempensar aquest cas com una comparacio´ de la “forc¸a” d’aquestes dues funcions, actuanten sentits contraris. La primera funcio´ intenta que el producte sigui molt gran, lasegona funcio´ intenta que el producte sigui molt petit i el producte es decantara` capun costat o l’altre segons quina de les dues funcions tingui me´s “forc¸a” o, dit d’unaaltra manera, creixi me´s ra`pidament.Hi ha diversos casos d’indeterminacio´. Per exemple1
0 · ∞, ∞∞ ,
0
0
, ∞−∞, 1∞, 00.
En cadascun d’aquests casos, el ca`lcul del l´ımit s’ha de fer per me`todes me´s o menysad hoc. Veurem alguns exemples, pero` no pretenem cobrir tots els casos possibles.
8.2 Alguns exemples
• Exemple 1: En el cas de les funcions racionals, quan obtenim un cas d’indeter-minacio´, sempre el podem resoldre per me`todes que ja hem vist abans.
lim
x→1
x2 + x − 2
x2 − 1 = limx→1
x + 2
x + 1
=
3
2
.
lim
x→∞
2x3 + x2 + x − 1
3x3 − 4 = limx→∞
2x3
3x3
=
2
3
.
• Exemple 2:
lim
x→∞(x −
√
x2 − 1) = lim
x→∞
(x −√x2 − 1)(x +√x2 − 1)
x +
√
x2 − 1 = limx→∞
1
x +
√
x2 − 1 = 0.
1Aquestes “fo´rmules” no tenen cap altre significat que ser noms per designar certes situacions que enspodem trobar a l’hora de calcular l´ımits. E´s a dir, 0/0, ∞−∞, etc. no tenen cap significat matema`tic.
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• Exemple 3:
lim
x→0
sin(x)
x
.Aquest e´s un l´ımit molt interessant que es calcula utilitzant un argument ge-ome`tric. Considerem un triangle rectangle d’hipotenusa 1 i amb un angle iguala x .
En aquest triangle, el segment AC mesura sin(x), el segment BD mesura tan(x)i l’arc de circumfere`ncia BC mesura x , perque` l’angle x el mesurem en radiants.Aleshores, observant aquest triangle veiem que es compleix aquesta desigualtat:
sin(x) ≤ x ≤ tan(x) = sin(x)
cos(x)
.
Dividint per sin(x) obtenim
1 ≤ x
sin(x)
≤ 1
cos(x)i observem que la funcio´ x/ sin(x) esta` “encaixada” entre dues funcions que totesdues tendeixen a 1 quan x → 0. Aixo` ens diu que, necessa`riament, aquesta funcio´“encaixada” tambe´ ha de tendir a 1. Tenim, doncs, un l´ımit que e´s forc¸a u´til:
lim
x→0
sin(x)
x
= lim
x→0
x
sin(x)
= 1.
Aquest me`tode d’encaixar una funcio´ de la que no coneixem el l´ımit entre duesfuncions que sabem que tenen el mateix l´ımit e´s u´til en altres circumsta`ncies.• Exemple 4:
lim
x→0
x sin
(
1
x
)
.
Observem que la funcio´ sin( 1x ) ni tan sols te´ l´ımit quan x → 0. Malgrat aixo`,podem encaixar-la d’aquesta manera. Recordem que el sinus val sempre entre
−1 i 1. Aleshores, si x > 0:
x · (−1) ≤ x sin
(
1
x
)
≤ x · 1
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i si x < 0:
x · (−1) ≥ x sin
(
1
x
)
≥ x · 1.
En qualsevol cas, com que les dues funcions dels extrems tendeixen a zero, tambe´la funcio´ del mig ha de tendir a zero.
lim
x→0
x sin
(
1
x
)
= 0.
• Exemple 5:
lim
x→∞
ex
xn
.Aqu´ı estem comparant la “forc¸a” de l’exponencial amb la d’una pote`ncia d’exponentarbitrari n. Les dues funcions tendeixen a ∞ pero`, quina ho fa “me´s de pressa”?La resposta e´s que “guanya” sempre l’exponencial. Donarem l’explicacio´ d’aixo`en el cas me´s senzill
lim
x→∞
ex
x
=∞.Per comprovar aixo`, escrivim f (x) = ex/x i calculem f (2x) (per x > 1):
f (2x) =
e2x
2x
=
ex ex
2x
=
ex
2
f (x) ≥ e
2
f (x) > 1.3 f (x).
Per tant, f (2r ) > 1.3r e i aixo` ens demostra que la funcio´ f (x) es fa il.limitadamentgran, e´s a dir, tendeix a ∞.
lim
x→∞
ex
xn
=∞ per tot n > 0.
• Exemple 6:
lim
x→±∞
(
1 +
1
x
)x
.
Aqu´ı tenim una indeterminacio´ del tipus 1∞ en un l´ımit que te´ un gran intere`s(com veurem en els propers cap´ıtol). Malauradament, totes les maneres que hiha de calcular aquest l´ımit so´n una mica complicades i ens haurem de limitar adonar el resultat, sense justificacio´.
lim
x→∞
(
1 +
1
x
)x
= lim
x→−∞
(
1 +
1
x
)x
= e.
• Exemple 7: Aquest l´ımit esta` molt relacionat amb l’anterior:
lim
x→0
x
ex − 1.Es tracta d’una indeterminacio´ del tipus “0/0” i la podem resoldre fent el canvide variable y = 1/(ex − 1). Observem que quan x → 0, la nova variable compleix
y →∞ i tenim
lim
x→0
x
ex − 1 = limy→∞ y log
(
1 +
1
y
)
= lim
y→∞ log
(
1 +
1
y
)y
= 1.
Per tant,
lim
x→0
x
ex − 1 = limx→0
ex − 1
x
= 1.
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8.3 I la regla de l’Hoˆpital?
Hi ha un instrument molt podero´s per resoldre alguns casos d’indeterminacio´ dels quehem considerat aqu´ı que es coneix amb el nom de regla de l’Hoˆpital. Segurament,l’estudiant ja coneix aquest me`tode, pero` en els exemples anteriors hem preferit buscarjustificacions alternatives. La regla de l’Hoˆpital utilitza les derivades, que estudiaremme´s endavant, pero` l’estudiant ja les coneix.Recordem aqu´ı com es pot aplicar aquesta regla:
• La regla de l’Hoˆpital s’aplica al ca`lcul de l´ımits amb indeterminacions del tipus“0/0” i “∞/∞”.
• Volem, doncs, calcular un l´ımit com
lim
x→a
f (x)
g(x)
quan f (x) i g(x) so´n funcions que es poden derivar. Aqu´ı a e´s un nombre o tambe´pot ser ±∞. Suposem tambe´ que g ′(x) 6= 0 per tot x en un interval al voltant de
a excepte, potser, al punt a.
• Calculem
lim
x→a
f ′(x)
g ′(x)
.
Suposem que aquest l´ımit existeix i val k (tambe´ pot ser k = ±∞).
• Aleshores,
lim
x→a
f (x)
g(x)
= k .
En particular, els l´ımits dels exemples 3, 5 i 7 anteriors es poden obtenir moltfa`cilment amb aquest me`tode:
lim
x→0
sin(x)
x
= lim
x→0
cos(x)
1
= 1.
lim
x→∞
ex
xn
= lim
x→∞
ex
nxn−1
= lim
x→∞
ex
n(n − 1)xn−2 = · · · = limx→∞
ex
n(n − 1) · · · 2 =∞
lim
x→0
x
ex − 1 = limx→0
1
ex
= 1.
Cal tenir en compte, pero`, que en el primer d’aquests l´ımits hem usat que la derivadade la funcio´ sinus e´s la funcio´ cosinus i en els altres dos hem usat que la derivada dela funcio´ exponencial de base e e´s ella mateixa pero`, per arribar a aquests resultat calusar els valor dels l´ımits de sin(x)/x i (ex − 1)/x .
9. Taxa de creixement
9.1 Velocitat de creixement: la derivada
Si modelem el comportament d’una variable y com una funcio´ y = y(x), una qu¨estio´ dema`xim intere`s e´s entendre a quina velocitat creix (o decreix) la variable y en relacio´ ala variable x . Per exemple,
• Si y = y(t) e´s l’espai recorregut per un mo`bil en un temps t , la velocitat de yen funcio´ de t e´s, precisament, el que coneixem com la velocitat del mo`bil. Si ys’expressa en metres i t s’expressa en segons, la velocitat s’expressara` en metresper segon.
• Si P = P(q) e´s la produccio´ d’un camp de cereals en funcio´ de l’aportacio´ d’adob
q, la velocitat de P en funcio´ de q ens indica quantes unitats augmenta P quan
q augmenta en una unitat. Aquesta velocitat s’expressara`, per exemple, en tonesde produccio´ per kg d’adob.
• Si T = T (C ) ens indica la relacio´ entre la temperatura T i la concentracio´ C de
C O2 a l’atmosfera, la velocitat de creixement de T respecte de C ens indica quantsgraus augmenta la temperatura per cada augment d’una unitat en la concentracio´de C O2. Aquesta velocitat s’expressara`, per exemple, en graus Celsius per 1 ppmvde C O2.
No cal insistir, doncs, en la importa`ncia d’aquest concepte que, de fet, sera` un delsconceptes centrals d’aquest curs. Matema`ticament, si y = y(x), la velocitat de creixe-ment de y respecte de x s’anomena la derivada de y respecte de x . La notacio´ que esfa servir e´s y ′ i, si es vol remarcar que la variable independent e´s x , aleshores s’escriu
dy
dx
.
En resum,
Si y = y(x) e´s una funcio´, la derivada y ′ = dydx e´s la velocitat de creixementde y respecte de x . Les unitats de y ′ so´n A/B on A so´n les unitats de y i
B so´n les unitats de x .
No cal dir que sempre utilitzarem la paraula creixement en el sentit que inclou eldecreixement com a creixement de signe negatiu.Exemples:
• Si ens diuen que la superf´ıcie de boscos al Brasil ha anat variant al llarg deltemps, entendrem que ens estan dient que hi ha una funcio´ S = S(t) que descriu
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la superf´ıcie de bosc S com a funcio´ del temps. Si ens diuen que la superf´ıciede bosc ara (t = 2015) al Brasil e´s de 500 milions d’hecta`rees, entendrem queens estan dient que S(2015) = 500× 106 ha. Si llegim que el Brasil esta` perdentara 1.6 milions d’hecta`rees de bosc cada any, entendrem que ens estan dient que
S ′(2015) = −1.6× 106 ha/any.• Si ens diuen que un cos esta` a 10 metres sobre el terra i esta` caient a unavelocitat de 5 m/s, entendrem que la seva dista`ncia al terra ve donada per unafuncio´ d = d(t) i que, si considerem que ara e´s l’instant t = 0 (per exemple), escompleix d(0) = 10 m i d ′(0) = −5 m/s.
Hem d’anar amb compte i no confondre la velocitat (e´s a dir, la derivada) amb lavelocitat mitjana. Per exemple, en els dos exemples anteriors
• Quantes ha de bosc hi haura` al Brasil l’any que ve? 498.4 milions d’ha? Segu-rament, no. Que la superf´ıcie de boscos al Brasil disminueixi a una velocitat de
1.6 × 106 ha/any no vol dir que d’aqu´ı un any hi hagi 1.6 × 106 ha menys. Enefecte, la desforestacio´ es podria accelerar (o, me´s dif´ıcilment, desaccelerar) i,despre´s d’un any, podem haver perdut me´s o menys de 1.6× 106 ha.• A quina alc¸ada sobre el terra estara` el cos despre´s de 1 segon? A 5 metres?No. El cos cau a 5 m/s, pero` aixo` no vol dir que recorri 5 metres en el propersegon, perque` sabem que, de fet, s’esta` accelerant per efecte de la gravetat i cadavegada caura` a me´s velocitat.
9.2 Taxa de creixement
Sovint, veiem com el creixement d’una variable es do´na en tant per cent. Que` significa?Per exemple, si diem
• L’atur esta` creixent al 0.2% anual.• La poblacio´ mundial de balenes esta` disminuint a un ritme del 3.1% anual.
Que` signifiquen aquest 0.2% i aquest 3.1%? La resposta e´s senzilla: e´s el quociententre la velocitat de creixement i el valor de la variable:
• Si el nombre d’aturats e´s N(t), estem dient que N ′(t)/N(t) val, en aquest instantde temps actual, 0.002. Les unitats, evidentment, so´n anys−1.• Si el nombre de balenes e´s N(t), estem dient que N ′(t)/N(t) val, en aquestinstant de temps actual, 0.031. Les unitats, evidentment, so´n anys−1.
D’aquest quocient se’n diu la taxa de creixement1 o tambe´, de vegades, la velocitat decreixement per capita, o per unitat.
Taxa de creixement = N ′(x)
N(x)
.
1En angle`s, growth rate.
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La taxa de creixement (que, evidentment, pot ser positiva, negativa o zero) te´ per unitats
A−1, on A so´n les unitats de la variable independent x .
9.3 Creixement discret i creixement continu
Considerem aquesta pregunta d’aparenc¸a senzilla:
Una quantitat N te´ un valor 1000 i esta` creixent al 4% anual. Quan valdra`d’aqu´ı a un any?
La majoria de persones contestarien 1040 i, la majoria de vegades, s’equivocarien.Intentem d’entendre quina e´s la resposta correcta.Algunes variables creixen de manera discreta.2 Per exemple, un dipo`sit bancaride 1000e a un intere`s del 4% anual (amb capitalitzacio´ anual) te´ un valor constantde 1000e durant tot un any i l’endema` de que es compleixi l’any fa un salt discon-tinu i es converteix en 1040e. Si la nostra variable N tingue´s aquest comportament,efectivament el valor despre´s d’un any seria de 1040.Pero` la majoria de variables que apareixen a la cie`ncia o a la natura no creixende manera discreta, sino´ que creixen de manera cont´ınua. Per exemple, les mides d’une´sser viu en creixement no creixen pas com un dipo`sit bancari! En altres casos, elcreixement e´s discret, pero` creix amb tants petits increments, que e´s millor considerar-lo com un creixement continu. La mida d’una gran colo`nia d’animals podria ser unexemple d’aquest tipus.Quan el creixement e´s continu, hem de distingir entre cre´ixer amb una taxa del 4%anual i cre´ixer un 4% en un any. E´s cert que, de vegades, es confonen aquests dosconceptes, pero` so´n dues coses molt diferents.En resum, quina e´s la resposta a la pregunta anterior? La resposta e´s “depe`n”.Depe`n de que el creixement sigui discret o continu i, si e´s discret, depe`n de quantesvegades creixi en el per´ıode de temps que considerem (un any, per exemple). Laresposta concreta en cada cas l’estudiarem en el cap´ıtol segu¨ent.
2En matema`tiques, la paraula “discret” te´ el significat de “que presenta separacions, que es componde parts separades” (DLC) i e´s el contrari de “continu”.
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En aquest cap´ıtol concretarem me´s els temes de creixement discret, creixement continui taxa de creixement que han sorgit al cap´ıtol anterior.
10.1 Creixement discret
Comencem amb la pregunta del final del cap´ıtol anterior. De`iem que una quantitat Nesta` creixent al 4% anual i ens pregunta`vem quan valdria d’aqu´ı un any. Vam dir queens calia me´s informacio´. Suposem, doncs, que el creixement e´s discret i es produeixun cop l’any. Podem pensar que N e´s un dipo`sit bancari o la mida d’una poblacio´ quees reprodueix un cop l’any. E´s clar que, en lloc de prendre l’any com la unitat de temps,podr´ıem prendre qualsevol altra unitat (mes, dia, segon, etc.). Amb aquesta informacio´,la resposta e´s clara: N × 1.04.Com que la quantitat N va canviant amb el temps, e´s lo`gic pensar-la com una funcio´
N = N(t). Si comencem a comptar el temps quan la poblacio´ val N(0) = N0, i si lataxa de creixement e´s r (a l’exemple, r valia el 4%), la resposta anterior s’escriura`
N(1) = N0 × (1 + r).Me´s en general,
N(2) = N0 (1 + r)
2, N(3) = N0 (1 + r)
3, N(4) = N0 (1 + r)
4, . . .E´s a dir,
N(k) = N0 (1 + r)
k , k enter.
En aquest exemple hi ha igualtat entre la unitat de temps i el temps de cada per´ıodede creixement. En general, aquests dos temps posen ser diferents.
Exemple 1: Tenim un cultiu amb 103 bacteris que es reprodueixen per divisio´ cada 20minuts. Quant de temps trigara` a haver-hi 106 bacteris?Prenem com a unitat de temps el minut. Aleshores, com que cada 20 minuts lapoblacio´ es duplica, la fo´rmula que ens donara` la poblacio´ despre´s de t minuts sera`
N(t) = N0 × 2t/20.Observem que la taxa de reproduccio´ e´s del 100% cada 20 minuts. Per resoldre elproblema hem de resoldre aquesta equacio´:
106 = 103 2t/20.Prenent logaritmes, obtenim1
t = 60
log(10)
log(2)
≈ 199.3 min.
1Si el creixement e´s estrictament discret, aquesta resposta e´s nome´s aproximada, perque` despre´s de200 minuts hi haura` 1.024.000 bacteris i un minut abans n’hi haura` 512.000.
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Considerem ara aquest exemple lleugerament diferent:
Exemple 2: Un dipo`sit bancari de 103 euros rep un intere`s del 3% anual i es capitalitzacada mes. Quant de temps trigara` a duplicar-se?Prenem com a unitat de temps l’any. Evidentment, l’intere`s del 3% anual e´s unintere`s del 3/12% = 0.0025 mensual. Per tant, podem aplicar la mateixa fo´rmula del’exemple anterior, tenint en compte que r , que era la taxa de creixement per per´ıodeara sera` r = 0.0025 i l’equacio´ a resoldre e´s
2× 103 = 103 (1.0025)12t .
Prenent logaritmes arribem a que
t =
log(2)
12 log(1.0025)
≈ 23 anys.
Escrivim una fo´rmula general per a aquest cas. Suposem que la taxa de creixemente´s r (en % per unitat de temps) i que el creixement es produeix cada 1/n unitats detemps. El valor de N despre´s de t unitats de temps sera`
N(t) = N0
(
1 +
r
n
)nt
.
El model de creixement que acabem d’estudiar l’anomenarem creixement exponen-cial discret. Si r > 0 tenim creixement, si r < 0, tenim decreixement.
10.2 Creixement continu
Suposem ara que una quantitat N creix amb una taxa de creixement constant, pero`creix cont´ınuament o, equivalentment, els intervals de creixement so´n molt petits. Perexemple, la mida d’un arbre o la massa d’una substa`ncia radioactiva (en aquest segoncas la taxa sera` negativa, evidentment). Per calcular N(t) haur´ıem d’aplicar la fo´rmulaanterior
N(t) = N0
(
1 +
r
n
)nt
prenent un valor molt gran de n. Me´s exactament, haur´ıem de prendre el l´ımit d’aquestaexpressio´ quan n→∞:
N(t) = lim
n→∞N0
(
1 +
r
n
)nt
= N0 lim
n→∞
(
1 +
1
n/r
)(n/r)rt
= N0 e
rt .
Aquest e´s un resultat fonamental: el creixement continu amb taxa de creixement cons-tant igual a r ve donat per la funcio´ exponencial
N(t) = N0 e
rt .
Per aquest motiu, en diem creixement exponencial.Observem que el signe de r ens distingeix entre creixement i decreixement: Si r > 0hi ha creixement, si r < 0 hi ha decreixement. Si r = 0, N es mante´ constant.
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10.3 Creixement exponencial
Fem un resum del que hem apre`s fins ara:
• Direm que una quantitat te´ creixement exponencial quan creix cont´ınuament ambuna taxa de creixement constant.
• Per tant, N(t) te´ creixement exponencial si r = N ′(t)/N(t) e´s constant. Equiva-lentment, si N ′(t) = rN(t) amb r constant.
• Si N(t) te´ creixement exponencial amb taxa de creixement r , aleshores N(t) e´suna funcio´ exponencial
N(t) = N0 e
rt .
Hi ha molts exemples de creixement exponencial, si me´s no en un interval limitatde t . Posem un parell d’exemples:
Exemple 1: Entre els anys 2000 i 2008, el nombre d’usuaris d’Internet a la Xina vacre´ixer a una taxa aproximadament constant del 10.24% anual. Si l’any 2000 hi havia22.5 milions d’usuaris, feu una estimacio´ del nombre d’usuaris despre´s de deu anys.Com que aquest creixement e´s continu i la taxa de creixement r e´s constant, sera`un creixement exponencial donat per una equacio´
N(t) = N0 e
rt
on N0 e´s la mida per t = 0. Prenem com a unitat de temps l’any i el temps t = 0 quesigui l’any 2000. Per tant, el nombre d’usuaris per t = 10 sera`
N(10) = (22.5× 106) exp(0.1024× 10) ≈ 62.6× 106.
Exemple 2: La llei de Moore e´s l’observacio´ que el nombre de transistors en un circuitintegrat creix exponencialment amb el temps. Aquest nombre valia 2300 l’any 1970 i10 milions despre´s de 20 anys. Calculeu la taxa de creixement.Com que ens diuen que el creixement e´s exponencial, vindra` donat per l’equacio´
N(t) = N0 e
rt .
Prenem l’any com a unitat de temps i prenem t = 0 a l’any 1970. Tenim N0 = 2300 i
N(20) = 107. Hem de resoldre aquesta equacio´
107 = 2300 exp(20r).
Prenem logaritmes i arribem a
r =
1
20
log
107
2300
≈ 0.42
i la taxa de creixement e´s del 42% anual.
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Exemple 3: Imaginem un actiu financer de 103 euros en un mercat continu que puja al3% anual. Quant de temps trigara` a duplicar el seu valor?Es tracta, doncs, d’un exemple anterior, pero` suposant que en lloc de capitalitzacio´mensual la capitalitzacio´ e´s cont´ınua, cada instant de temps. Aixo` vol dir que creixera`exponencialment segons la llei
N(t) = N0 e
rt .Prenem l’any com a unitat de temps, amb la qual cosa r = 0.03. Caldra` resoldreaquesta equacio´:
2× 103 = 103 exp(0.03t).Prenent logaritmes, la solucio´ e´s
t =
log(2)
0.03
≈ 23 anys.
Veiem, doncs, que en aquest exemple, hi ha poca difere`ncia entre una capitalitzacio´mensual i una capitalitzacio´ cont´ınua.
10.4 Me´s sobre la taxa de creixement
Hem definit la taxa de creixement com el quocient N ′/N i hem apre`s a distingir entre
• Cre´ixer al r% anual i
• cre´ixer un r% en un any.
Fem un ca`lcul per veure quina e´s exactament la discrepa`ncia entre aquests dosconceptes.En un creixement continu al r% anual, tindrem creixement exponencial donat per lafo´rmula
N(t) = N0 e
rt
i, despre´s d’una unitat de temps, haurem passat de N0 a N(1) = N0 er . Quin percentatgede creixement hi ha hagut? El calculem amb aquesta fo´rmula:
creixement relatiu en una unitat de temps = N(1)− N0
N0
= er − 1.
Si ara recordem un l´ımit que hav´ıem calculat en un cap´ıtol anterior, sabrem que, si re´s petit,
er − 1 ≈ ri els dos valors so´n propers un de l’altre.Tenim
• La taxa de creixement r tal com l’hem definida al cap´ıtol anterior. Si hi ha perillde confusio´, en podr´ıem dir la taxa de creixement instanta`nia.
• La taxa de creixement per unitat de temps R .
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Hem vist que, si r e´s petit, r ≈ R i tambe´ hem vist que la relacio´ exacta entre r i Rve donada per les equacions
R = er − 1, r = log(1 + R).
La fo´rmula del creixement exponencial es pot escriure en funcio´ de r o en funcio´ de
R :
N(t) = N0 e
rt = N0 (1 + R)
t .
Hem de tenir present que, molt sovint, els dos conceptes es confonen. Per exemple,si llegim als diaris que el PIB de la Xina va cre´ixer, durant molts anys, el 9.5% anual,hem de pensar que aquest valor e´s r o e´s R? La resposta e´s que, la majoria de vegades,e´s R .Tornem ara a resoldre l’exemple 1 de l’apartat anterior:
Exemple 1, segona interpretacio´: Entre els anys 2000 i 2008, el nombre d’usuarisd’Internet a la Xina va cre´ixer de manera constant un 10.24% cada any. Si l’any 2000hi havia 22.5 milions d’usuaris, feu una estimacio´ del nombre d’usuaris despre´s de deuanys.Ara entenem que aquest 10.24% e´s el valor de R . Podem resoldre l’exercici de duesmaneres:
1. Calculem r = log(1 + R) = log(1.1024) i apliquem
N(10) = (22.5× 106) exp(10 log(1.1024)) = 22.5× 106 × 1.102410.
2. Raonem que si cada any creix un 10.24%, cada any el nombre d’usuaris es mul-tiplica per 1.1024. Per tant, en 10 anys tindrem
N(10) = 22.5× 106 × 1.102410.
Els dos me`todes ens condueixen al mateix resultat 59.6× 106 que e´s una mica diferentdel que hav´ıem obtingut quan interpreta`vem que 10.24% era el valor de r .Per evitar aquestes confusions, en aquest curs adoptarem un punt de vista me´smatema`tic i quan ens referim a la taxa de creixement sempre voldra` dir el para`metre
r , a menys que especifiquem clarament que estem parlant de R . Pero` hem de serconscients de que, a la pra`ctica, s’utilitza me´s R .
11. El model log´ıstic
Al cap´ıtol anterior hem estudiat a fons el creixement exponencial N(t) = N0 ert . Aquestmodel s’adapta forc¸a be´ a certs feno`mens com, per exemple, el creixement inicial d’unacolo`nia d’una espe`cie invasiva, o l’extensio´ inicial d’una epide`mia, en un espai de tempslimitat, pero` no pot ser un bon model a llarg termini. L’explicacio´ e´s que, si r > 0, sabemque
lim
t→∞N0 e
rt =∞
i, per tant, aquest creixement exponencial no e´s sostenible en el temps, en cap cas.Per tant, si volem models que s’adaptin millor al comportament efectiu del crei-xement dels e´ssers vius o les poblacions (per exemple), hem de modificar el modelexponencial i hem de passar a altres models me´s complicats que tinguin en compteque, com que mai no disposarem de recursos il.limitats, la taxa de creixement no espot mantenir constant a llarg termini —perque` ja sabem que una taxa constant implicaque el el creixement e´s exponencial—.
11.1 Del model exponencial al model log´ıstic
El model log´ıstic e´s un model molt important, que estudiarem en diversos cap´ıtolsd’aquest curs. Una manera d’introduir-lo e´s com una modificacio´ del model exponencialtal que la taxa de creixement no e´s constant, sino´ que va disminuint linealment a midaque augmenta la mida de la poblacio´.Sigui N(t) la funcio´ que denoti la mida d’una poblacio´ al llarg del temps t . La taxade creixement e´s
r =
N ′(t)
N(t)
.
Ja sabem que si r e´s constant, tenim creixement exponencial. Suposem ara que r no e´sconstant sino´ que, a mida que la poblacio´ N e´s me´s gran, els recursos per capita so´nme´s escassos o hi ha altres factors que fan que r vagi disminuint fins un punt en que
r = 0. Quan arribem en aquest punt direm que la poblacio´ ja ha exhaurit la capacitatdel medi.Concretem me´s. Sigui r0 la taxa de creixement quan N = 0. Suposem que r = 0quan N = K (direm que K e´s la “capacitat del medi”), i suposem que el pas de r0 a re´s lineal, e´s a dir, segueix una l´ınia recta.Si calculem l’equacio´ d’aquesta l´ınia recta r = r(N), obtenim
r = r0
(
1− N
K
)
.
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Anomenarem creixement log´ıstic aquell en el qual la taxa de creixement ve donadaper aquesta expressio´ anterior. E´s a dir,
N ′(t)
N(t)
= r
(
1− N(t)
K
)
.
(Aqu´ı hem canviat la notacio´ i en lloc de r0 hem escrit r .) E´s clar que aquesta equacio´tambe´ es pot escriure aix´ı:
N ′ = rN
(
1− N
K
)
.
E´s a dir, en el creixement log´ıstic
1. la velocitat de creixement e´s proporcional a la mida de la poblacio´ (com passaen el creixement exponencial)
2. i la velocitat de creixement tambe´ e´s proporcional a la difere`ncia entre 1 i elquocient N/K .
Compareu aquesta equacio´ amb l’equacio´ corresponent del creixement exponencial:
N ′ = rN.
Al creixement log´ıstic hi apareixen dos para`metres: r i K . El seu significat e´saquest:
• r e´s la taxa de creixement quan la poblacio´ e´s molt petita. Representa la taxa decreixement quan els recursos limitats del medi encara no afecten el creixement dela poblacio´ i, per tant, la poblacio´ creix de manera aproximadament exponencial.
• K representa la capacitat ma`xima del medi. A mida que la mida de la poblacio´ esva acostant al valor K , la taxa de creixement va disminuint, de manera que si lapoblacio´ arribe´s a K , la taxa de creixement seria zero i la poblacio´ es mantindriaconstant.
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Igual que passava amb el model exponencial, el model log´ıstic tambe´ te´ una versio´discreta que e´s aquesta
N(t + 1) = (1 + R)N(t)
(
1− N
K
)
.
Per estudiar matema`ticament l’equacio´ log´ıstica e´s convenient fer un canvi de variable
x = N/K . Aleshores, l’equacio´ anterior agafa l’aspecte me´s senzill
xt+1 = rxt(1− xt).
Aixo` ens permet fer simulacions del comportament de la poblacio´ x cada unitat detemps, a partir d’un valor inicial x0 i d’una eleccio´ del para`metre r .1
11.2 Comportament qualitatiu del model log´ıstic
Vam definir el creixement exponencial per l’equacio´ N ′ = rN i vam veure que aquestcreixement venia donat per una funcio´ senzilla com e´s N = N0 ert . Ara hem definit elcreixement log´ıstic per una equacio´ una mica me´s complicada N ′ = rN(1−N/K ) i ensagradaria tambe´ poder disposar d’una funcio´ N = N(t). En aquest moment, encara notenim prou eines per resoldre aquest problema. Ho farem me´s endavant en el curs,pero` podem avanc¸ar la solucio´, ni que sigui d’una manera qualitativa.Aquesta descripcio´ qualitativa esta` continguda en aquest dibuix:
L’eix horitzontal e´s el temps, l’eix vertical e´s N , la mida de la poblacio´. Cadacorba representa l’evolucio´ de la mida de la poblacio´ a partir d’un valor inicial N(0).Observem:
1Aquestes simulacions so´n extraordina`riament interessants perque` ens permeten observar el que esconeix com a comportament cao`tic del creixement log´ıstic. Consulteu l’entrada Logistic map a Wikipedia.
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• Si N(0) < K , la poblacio´ creix amb el temps. Si N(0) > K , la poblacio´ decreixamb el temps. Si N(0) = K , la poblacio´ e´s constant.• En qualsevol cas, a llarg termini la poblacio´ tendeix al valor K :
lim
t→∞N(t) = K .
• Si N(0) e´s petit respecte de K , la poblacio´ comenc¸a amb creixement exponencial(aproximadament), passa per un punt d’inflexio´ i s’acosta asimpto`ticament a K .• Si N(0) e´s gran respecte de K , la poblacio´ decreix exponencialment (aproxima-dament) i s’acosta asimpto`ticament a K .
11.3 Altres models de creixement
Parlem ara, sense aprofundir en el seu estudi, d’altres models de creixement importants.
• El model de von Bertalanffy. Karl Ludwig von Bertalanffy (1901–1972) va ser unbio`leg austr´ıac que va proposar (1938) un model senzill per al creixement de lamida d’un organisme. Aquest model s’aplica, entre altres coses, a la mida delspeixos.2 Si L(t) e´s la longitud d’un peix en el temps t , el model afirma que lavelocitat de creixement de L e´s proporcional a la difere`ncia L∞− L on L∞ > 0 e´suna constant:
L′ = k(L∞ − L).Si fem el canvi de variable S = L∞ − L, aquesta fo´rmula es converteix en S ′ =
−kS que e´s la mateixa del creixement exponencial. Per tant, el model de vonBertalanffy e´s una petita variacio´ del model exponencial. La fo´rmula per a L e´s
L = L∞ − (L∞ − L0) exp(−kt)on observem que– L0 e´s la mida en el temps t = 0.– L∞ e´s la mida quan t →∞.– la funcio´ L(t) e´s creixent i s’acosta asimpto`ticament a L∞.Des d’un punt de vista matema`tic, aquest model e´s exactament el mateix que elde la Llei de refredament de Newton que afirma que la velocitat amb que` esrefreda (o s’escalfa) un cos e´s proporcional a la difere`ncia entre la temperaturaambient i la temperatura del cos:
T ′ = k(Tamb − T ),que ens do´na que la temperatura del cos ve donada per una funcio´ exponencial
T (t) = Tamb + (Tamb − T0) exp(−kt).
2Vegeu l’article Age and Growth of the Bull Shark, Carcharhinus leucas, from Southern Gulf of Mexico,J. Nortw. Atl. Fish. Sci., Vol. 35, 367–374. Tambe´, Introduction to Tropical Fish Stock Assessment, FAOFisheries Technical Paper 306/1, apartat 3.1.
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• El model de Beverton-Holt. E´s un model discret donat per aquesta fo´rmula queens do´na la poblacio´ en el temps t + 1 a partir de la poblacio´ en el temps t:
N(t + 1) =
RN(t)
1 + HN(t)
.
Aquest model va ser introdu¨ıt per Beverton i Holt el 1957 en un estudi sobre ladina`mica de les piscifactories. Depe`n de dues constants: R mesura la capacitatreproductiva i H te´ a veure amb la capacitat del medi. Aquesta equacio´ te´ lamateixa solucio´ que l’equacio´ log´ıstica i, per tant, el comportament e´s el mateix.Hi ha una generalitzacio´ d’aquest model que s’anomena model de Hassell:
N(t + 1) =
RN(t)
(1 + HN(t))c
.
Evidentment, aquest model es redueix al model de Beverton-Holt quan c = 1.
• El model de Ricker. Aquest model va ser introdu¨ıt per Bill Ricker (que es con-sidera el fundador de la cie`ncia de la piscicultura) el 1954, tambe´ en relacio´ alcreixement d’una colo`nia de peixos. Es tracta d’un model discret
N(t + 1) = N(t) exp
(
R
(
1− N(t)
K
))
on, igual que abans, R te´ a veure amb la capacitat de reproduccio´ i K amb lacapacitat del medi.Exemple. El model de Ricker s’ha utilitzat per estudiar les successives gene-racions de salmo´ (Oncorhynchus nerka) als rius del nord del Pac´ıfic.3 Com queel salmo´ fa la posta als 4 anys, podem prendre un model de Ricker discret ambper´ıodes de 4 anys. Imaginem que en un d’aquests estudis tenim observacionsque ens donen (en milions d’individus, t = 0 l’any 1908, interval de temps iguala 4 anys)
N(0) = 0.325, N(1) = 0.431, N(2) = 0.529.
3Vegeu el llibre Quantitative Fisheries Stock Assessment, Hilborn-Walters 1992.
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Calculeu els successius valors de N(t) usant el model de Ricker.Hem de resoldre aquest sistema de dues equacions amb dues inco`gnites:{
0.431 = 0.325 exp
(
R
(
1− 0.325K
))
0.529 = 0.431 exp
(
R
(
1− 0.431K
))
La solucio´ e´s
R ≈ 0.52, K ≈ 0.71.Ara podem calcular la poblacio´ teo`rica en els per´ıodes de 4 anys successius:
N(3) = 0.604, N(4) = 0.653, N(5) = 0.681, N(6) = 0.695, N(7) = 0.703, . . .
11.4 Fem-ho amb sage
Un dels exercicis d’aquesta primera part demana iterar la funcio´ log´ıstica discreta ambuna poblacio´ inicial N0 = 0.2 fixada i diversos valors del para`metre r . No e´s gens dif´ıcilprogramar aquest exercici amb sage.
sage: N0=0.2
sage: Next(r,x)=r*x*(1-x)
sage: def Logi(r):
....: L=[N0]
....: for i in [0..300]:
....: L.append(Next(r,L[i]))
....: return sum([point([i,L[i]]) for i in [0..300]])
sage: Logi(0.3)
sage: Logi(1.6)
sage: Logi(2.8)
sage: Logi(3.4)
sage: Logi(3.45)
sage: Logi(3.6)
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Expliquem una mica aquest exemple. Comencem definint la poblacio´ inicial N0 =
0.2. A la segona l´ınia del programa definim una funcio´ que, a partir del valor de r i delvalor de x , calcula el valor de x despre´s d’una unitat de temps. En el model log´ıstic,aixo` e´s
rx(1− x).A continuacio´, definim una funcio´ Logi(r) que, a partir del valor de r , dibuixa
N0, N1, N2, . . . ,N300.
Finalment, fem els dibuixos per als valors de
r = 0.3, 1.6, 2.8, 3.4, 3.45, 3.6.
Expliquem una mica com definim la funcio´ Logi(r). Comencem amb una llistade nombres L que, d’entrada, te´ un u´nic nombre que e´s N0. aleshores, anem afegint(append) valors a aquesta llista de manera que cada valor s’obte´ a partir de l’anteriorper la funcio´ log´ıstica discreta
Nt+1 = rNt(1− Nt).
Cal recordar que a sage el primer terme d’una llista L e´s sempre el terme L[0]. Quanacabem, tenim una llista amb 302 valors consecutius de la log´ıstica discreta. La darrerainstruccio´ de la funcio´ Logi(r) dibuixa tots els punts (i ,Ni ) per a i = 0, . . . , 300.
Exercicis
A. Exercicis teo`rics
I.A.1. Expresseu en forma d’una sola pote`ncia:
(a) 53 · 5−5 · 52
54 · 5−2(b) (3/2)6 · (4/5)6(c) [(3/4)5 · (7/3)5]−5
(d) (23)4 · (36)2
(62)3I.A.2. Resoleu les equacions segu¨ents:
(a) 3
x2 − 1 +
5x
x + 1
=
2x
x − 1
(b) (x + 5)2
(2x − 3)2 = 1(c) x −√25− x2 = 1
(d) (x − 1)(x − 2) = 3
1 + x − 2
1− x − 3
x

I.A.3. Sigui
N
1− NK
= k ert
on K , k i r so´n constants. Expresseu N com a funcio´ de t .
I.A.4. Trobeu nombres a i b tals que tinguem una igualtat de funcions
3x − 1
x2 − 3x + 2 =
a
x − 1 +
b
x − 2.
I.A.5. Resoleu les equacions exponencials segu¨ents:
(a) 31−x
2
=
1
27
, (b) 9x − 3x = 3(1 + 3x−1), (c) 72x+3 − 8 · 7x+1 + 1 = 0.
I.A.6. Resoleu les equacions logar´ıtmiques segu¨ents:
(a) 2 log10 x − log10 (x − 16) = 2.
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(b) (x2 − x − 3) log10 4 = 3 log10 14 .(c) (2 + x) log10 22−x + log10 1250 = 4.(d) log2 x2 − log2(x − 34) = 2,I.A.7. Resoleu aquest sistema de dues equacions amb dues inco`gnites:{
0.431 = 0.325 exp
(
R
(
1− 0.325K
))
0.529 = 0.431 exp
(
R
(
1− 0.431K
))
I.A.8. Verifiqueu la identitat
1 + cos x
sin x
+
sin x
1 + cos x
=
2
sin x
.
I.A.9. Calculeu
(a) sin(arctan x) en termes de x ,(b) tan(arccos x) en termes de x .
I.A.10. Resoleu les inequacions segu¨ents:
(a) x + 1 < 2x − 7, (b) − x + 1 ≤ −4, (c) (3y + 1)(y − 2) > 1,
(d) x + 2
3x − 7 < 0, (e) s + pis < 1, (f ) x3 − x ≥ 0,
I.A.11. Resoleu les inequacions segu¨ents en les que interve´ el valor absolut:
(a) |x − 2| ≤ 3(b) 5 ≤ |x | ≤ 6(c) ∣∣1− |x |∣∣ < 3(d) |x + 1| ≤ |x |
I.A.12. Escriviu l’equacio´ cartesiana de la recta
(a) que passa pels punts (3,−1) i (−2, 1);(b) de pendent −3/5 i que passa per (1,−2);(c) paral.lela a la recta 3y + 2x + 1 = 0 que passa per (1,−3);(d) perpendicular a la recta 3y + 2x + 1 = 0 que passa per (−1, 2);
I.A.13. Escriviu l’equacio´ de la circumfere`ncia que te´ el centre a (−1, 4) i te´ radi 3. Trobeuel centre i el radi de la circumfere`ncia d’equacio´ (x − 2)2 + y2 = 16. Trobeu elcentre i el radi de la circumfere`ncia d’equacio´ x2 + y2 − 4x + 2y = 11.
I.A.14. Escriviu les equacions de les para`boles d’eix vertical tals que
(a) passa pels punts (1, 1), (−1, 2) i (0, 0);
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(b) talla l’eix d’ordenades al punt 4 i l’eix d’abscisses als punts 1 i 2.
I.A.15. Determineu el domini de definicio´ d’aquestes funcions:
(a) f (x) = x +√x
x4 + x2 − 6 .(b) f (x) = log(tan(x)).(c) f (x) = log(x2 + 3x + 2).(d) f (x) = (log(x2 − 1))3.22.
I.A.16. (a) Expresseu 73x n√5 com una exponencial de base e .(b) Expresseu e0.4537t com una exponencial de base 10.(c) Expresseu log10(0.9768t) com un logaritme neperia`.(d) Expresseu log2(74.5x) com un logaritme en base 10.I.A.17. Trobeu una funcio´ de Monod N = N(x) tal que N(1.5) = 1350 i N(3.2) = 2100.
I.A.18. Trobeu una funcio´ de Monod N = N(x) tal que N(1.5) = 1300 i que el seu valorestable sigui N∞ = 12000.I.A.19. Trobeu una funcio´ potencial M = M(P) tal que M(2.2) = 7.1 i M(3.1) = 5.4.
I.A.20. Trobeu una funcio´ exponencial P = P(u) tal que P(−3.5) = 22 i P(2.4) = 4560.
I.A.21. Trobeu una funcio´ sinuso¨ıdal T = T (t) on t e´s el temps en dies, tal que Ttingui periodicitat anual, el valor ma`xim tingui lloc el 12 de marc¸ i valgui 2420, il’amplitud sigui 174.
I.A.22. Dibuixeu les gra`fiques de les funcions segu¨ents: f (x) = |(x − 2)(x + 3)| i g(x) =
|x − 3|+ |x + 2|.
I.A.23. Calculeu aquests l´ımits:
(a) lim
x→0+
1 + log x
2 + x(b) lim
x→∞
sin x
x2(c) lim
x→∞ log
x2 + 1
x2(d) lim
x→1+
log(x − 1)
log x(e) lim
x→1+
√
x − 1 exp(−x)(f ) lim
x→pi
2
+
tan x
(g) lim
x→∞
3 e−x
1 + e−x(h) lim
x→0
12 exp
(
− 5
x2
)
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(i) lim
x→∞
(
x + 2
x
)x
I.A.24. Utilitzeu el me`tode de subdivisio´ en un full de ca`lcul i trobeu amb 6 decimals lasolucio´ de l’equacio´
x + log(x) = 0.
B. Exercicis d’aplicacio´
I.B.1. Calculeu l’´ındex de Shannon de biodiversitat en el cas que hi hagi 10 espe`cies ique totes siguin igualment abundants.
I.B.2. Calculeu la dista`ncia evolutiva entre dues sequ¨e`ncies d’ADN de 300 nucleo`tidsamb origen comu´ que es diferencien en 39 nucleo`tids, usant el model de Jukes-Cantor.
I.B.3. La probabilitat que un individu visqui me´s de t unitats de temps s’acostuma amodelar amb la distribucio´ de Weibull4 (1951):
S(t) = exp
(− (λt)β).
Per a una poblacio´ de Drosophila melanogaster, els para`metres d’aquesta distri-bucio´ (temps en dies) valen λ = 0.019, β = 3.41. Calculeu la mediana de la vidadels individus d’aquesta poblacio´, e´s a dir, l’edat superada pel 50% dels individus.
I.B.4. A l’estiu, el servei meteorolo`gic informa de la temperatura de xafogor, que te´ encompte la temperatura i la humitat. Una manera de calcular aquesta temperaturae´s amb l’´ındex humidex:
H = T + 3.4 exp
(
19.83− 5418
R
)
− 5.5.
T e´s la temperatura en Celsius i R e´s l’´ındex de rosada (una mesura de la humitatde l’aire) en Kelvin. Si la temperatura e´s de 35 graus i l’´ındex humidex val 42graus, quin e´s l’´ındex de rosada?
I.B.5. Si la temperatura e´s de −12 graus i la temperatura de sensacio´ W e´s de −21graus, quina e´s la velocitat del vent? Utilitzeu la fo´rmula del wind chill de lapa`gina 16.
I.B.6. Quan s’estudia la biodiversitat en un grup d’illes, s’observa que el nombre d’espe`-cies d’un cert tipus en una illa creix en funcio´ de la mida de l’illa. Si es dibuixa enescala logar´ıtmica la gra`fica del nombre d’espe`cies S en funcio´ de la superf´ıcie A,s’obte´ aproximadament una recta de pendent 0.23. Si en una illa de 8 km2 s’hancomptabilitzat 20 espe`cies, determineu el nombre d’espe`cies esperat en una illade 35 km2.
4Aquesta distribucio´ s’utilitza en diversos a`mbits. Per exemple, en meteorologia s’utilitza en la distri-bucio´ de la velocitat del vent o dels ma`xims de pluja.
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I.B.7. La llei de Hack e´s una relacio´ emp´ırica de tipus potencial entre la longitud d’unriu i la superf´ıcie de la seva conca. En concret, aquesta llei afirma que la longitude´s proporcional a la pote`ncia 0.57 de l’a`rea de la conca. La Noguera Pallaresate´ una longitud de 154 km i la seva conca te´ una superf´ıcie de 2820 km2. ElCardener te´ una longitud de 106 km. Apliqueu la llei de Hack per estimar l’a`reade la conca del Cardener (que, en realitat, e´s de 1415 km2).I.B.8. S’ha trobat una relacio´ al.lome`trica entre la massa del cor i la massa corporalen un grup important d’espe`cies d’aus, de manera que si dibuixem en escalalogar´ıtmica la gra`fica de la massa del cor (en grams) com a funcio´ de la massacorporal (en kg), obtenim aproximadament una recta. S’ha vist que si una espe`cie
A te´ una massa corporal 10 vegades superior a la d’una altra espe`cie B , la massadel cor de l’espe`cie A e´s 8 vegades me´s gran que la massa del cor de l’espe`cie
B . Quin e´s el pendent de la recta que hem obtingut?I.B.9. El temps de desenvolupament dels ous del zoopla`ncton Daphnia longispina depe`nde la temperatura: tres dies a 20 graus i 20 dies a 5 graus. S’han pres diversesmostres i s’ha representat en una escala logar´ıtmica el temps de desenvolupa-ment dels ous (en dies) en funcio´ de la temperatura, i les observacions es disposenaproximadament sobre una recta. Escriviu una funcio´ que relacioni el temps dedesenvolupament dels ous t i la temperatura T per aquesta espe`cie.I.B.10. En una mostra de 60 espe`cies d’arbre s’ha trobat una relacio´ entre la densitatde la fusta i la seva resiste`ncia. S’ha observat que la densitat e´s proporcional ala pote`ncia 0.82 de la resiste`ncia. Quin augment de la densitat correspon a unaugment del 10% en la resiste`ncia?I.B.11. Suposem que una determinada poblacio´ segueix una llei de creixement comaquesta:
N(t) =
500t
3 + t
.
Determineu la mida l´ımit de la poblacio´. Feu el mateix per a una poblacio´ quesegueix un creixement segons la llei
M(t) =
100
1 + 9 exp(−t) .
I.B.12. Determineu la mida l´ımit d’una poblacio´ que segueix una llei de creixement do-nada per una funcio´ de Holling de tipus III. Feu el mateix per a una funcio´ deHolling de tipus IV.I.B.13. S’ha trobat una relacio´ emp´ırica entre l’edat t d’uns determinats arbres i la sevaalc¸ada h, donada per la funcio´ h(t) = 132 exp(−20/t) (en unes certes unitats).Determineu l’alc¸ada l´ımit d’aquests arbres.I.B.14. Hall (Ecology Vol. 45, No. 1 (Jan., 1964), pp. 94–112) va estudiar el creixement dela poblacio´ de les espe`cies de zoopla`ncton Daphnia galeata mendota a Base LineLake, Michigan. A finals de la primavera, es produ¨ıa un creixement exponencialen el qual la poblacio´ passava de 200 a 4000 (individus per 100 litres d’aigua)en 40 dies. Determineu la poblacio´ 10 dies despre´s del valor 200.
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I.B.15. Es disposa de 70 anys de dades sobre la poblacio´ al Canada` d’una certa espe`ciede cigonya migrato`ria (Grus americana) i s’ha vist que en aquest temps hi hahagut un creixement exponencial amb una taxa de creixement del 4.5% anual. Sila poblacio´ el 1950 era de 40 individus, quina e´s la poblacio´ despre´s de 60 anys?
I.B.16. En els darrers 100 anys, la produccio´ mundial de coure ha crescut exponenci-alment. Si la produccio´ el 1940 era de 2 (milions de tones per any) i el 1990era de 10, feu una estimacio´ de la produccio´ l’any 2020 (si segueix la mateixatende`ncia).
I.B.17. S’ha estudiat forc¸a la descomposicio´ de la fusta dels arbres morts als boscostropicals i s’han trobat relacions de tipus exponencial entre el temps que hapassat des de la mort de l’arbre i la proporcio´ de fusta que encara queda. Enuna determinada espe`cie, s’ha vist que la massa de fusta es redueix a la meitaten 7.3 anys. Si partim d’una tona de fusta, quanta fusta hi haura` despre´s de 25anys?
I.B.18. A l’escala croma`tica moderna, si la frequ¨e`ncia del Fa e´s de 349.228 Hz, calculeules frequ¨e`ncies del Mi i del Sol. (Recordeu que en aquesta escala, una octava esdivideix en 12 parts iguals anomenades semitons. Aleshores, el Mi e´s un semito`me´s greu que el Fa i el Fa e´s dos semitons me´s greu que el Sol.)
I.B.19. Una fo´rmula simplificada que s’utilitza per calcular la velocitat del vent v a unaalc¸ada z a partir de la velocitat vr a una alc¸ada de refere`ncia zr e´s aquesta:
v
vr
=
(
z
zr
)0.143
.
Fem observacions en una zona de terreny on hi ha d’anar un parc eo`lic i mesuremel vent a 10 metres d’alc¸ada. Per quin factor haurem de multiplicar aquests valorsper tenir la velocitat del vent a l’alc¸ada de les turbines dels generadors, que e´sde 50 metres?
I.B.20. La lluminositat d’un objectiu fotogra`fic es mesura pel seu “nombre f ” que esdefineix com el quocient de la dista`ncia focal i el dia`metre ma`xim del diafragma.Un punt de lluminositat (en angle`s: un “stop”) e´s el canvi de nombre f quemultiplica per 2 la quantitat de llum que entra per l’objectiu. Si tenim un objectiuamb f = 2, quin e´s el nombre f dels objectius que tenen 1, 2, 3 punts menysde lluminositat? Quants punts de difere`ncia hi ha entre un objectiu f = 3.3 i unobjectiu f = 6.1?
I.B.21. Tenim dues poblacions A i B que comencen tenint la mateixa mida. A creixcont´ınuament amb una taxa del 12% anual i B creix cont´ınuament un 12% cadaany. Quant de temps ha de passar fins que la poblacio´ de A sigui el doble quela poblacio´ de B?
I.B.22. En determinats productes, hi pot haver una discrepa`ncia important entre el preude mercat P i el valor V del producte en funcio´ de la seva qualitat. En aquestscasos, si som capac¸os de mesurar V , podem prendre el quocient V /P com unamesura de la relacio´ qualitat-preu. Observem que el quocient V /P varia entre 0i ∞. Un valor aprop de zero indica un producte amb mala relacio´ qualitat/preu i
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un valor molt gran indica un producte amb molt bona relacio´ qualitat/preu. Ensagradaria, pero`, mesurar aquest concepte amb un ı´ndex I que varie´s entre 0 i 10,de manera que el valor I = 5 correspongue´s al cas V = P . Com ho podem fer?
I.B.23. En un examen de llarga durada es demana que els participants resolguin suc-cessivament una se`rie il.limitada d’exercicis. Com ho far´ıeu per avaluar aquestexamen?
I.B.24. Utilitzeu un full de ca`lcul per fer 150 iteracions d’aquests models discrets irepresenteu-les gra`ficament.
(a) Model log´ıstic
Nt+1 = rNt(1− Nt). N0 = 0.2; r = 0.3, 1.6, 2.8, 3.4, 3.45, 3.6.
(b) Model de Beverton-Holt
Nt+1 =
1.05Nt
1 + 0.0025Nt/20
. N0 = 5.
(c) Model de Ricker
Nt+1 = Nt exp(0.05(1− Nt/20)). N0 = 5.

Part II:
La derivada
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12. La derivada: que` e´s i com es potcalcular
El concepte de derivada d’una funcio´ ja el vam introduir en el cap´ıtol 9. Recordem-ho.Si y = f (x) e´s una funcio´ i x0 e´s un valor concret de la variable independent x , laderivada de la funcio´ a x0 e´s la velocitat amb que creix y quan x = x0. Aquest valorl’expressa`vem amb les notacions
y ′(x0) = f ′(x0) =
dy
dx
∣∣∣
x0
.
Evidentment, aquesta derivada e´s un nombre, pero` si fem variar x0, obtenim una novafuncio´, la funcio´ derivada.No cal dir que aquest concepte e´s important´ıssim i, per tant, ens interessa molt
• donar una definicio´ matema`tica precisa d’aquest concepte i• trobar maneres de calcular les derivades de les funcions elementals.
Aixo` e´s el que farem en aquest cap´ıtol.
12.1 La derivada com a l´ımit
La idea e´s molt simple: Suposem que x = x0. La funcio´ pren el valor f (x0). Si aracanviem el valor de x i passem a x0+ h, la funcio´ canviara` el seu valor fins a f (x0+ h).E´s a dir, un canvi de valor h a la variable x ha donat un canvi de valor f (x0+h)− f (x0)a la variable dependent y . Si ara volem calcular la velocitat de canvi hem de prendreel quocient
f (x0 + h)− f (x0)
h
.
E´s clar que aquest quocient ens do´na la velocitat de canvi quan passem de x0 a x0+h.Pero` aquesta e´s una velocitat mitjana perque`, entre x0 i x0 + h la funcio´ pot cre´ixer avelocitats variables. Si volem la velocitat instanta`nia en el valor x = x0 hem de prendre
h molt petit o, dit me´s ben dit, hem de prendre el l´ımit quan h→ 0:
f ′(x0) = lim
h→0
f (x0 + h)− f (x0)
h
.
Exemple. A quina velocitat creix la funcio´ y = x2 quan x = 1?Segons el que acabem de dir,
y ′(1) = lim
h→0
(1 + h)2 − 1
h
= lim
h→0
1 + 2h + h2 − 1
h
= lim
h→0
(
2 +
1
h
)
= 2.
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E´s a dir, quan x = 1, la funcio´ val 1 i esta` creixent a velocitat 2.
Exemple. Si un cos que esta` en repo`s a una alc¸ada z0 comenc¸a a caure per accio´ dela gravetat, la seva alc¸ada en cada instant sera` una funcio´ de t
z(t) = h0 − g
2
t2.
A quina velocitat esta` caient?E´s una petita generalitzacio´ de l’exercici anterior:
z ′(t) = lim
h→0
h0 − (g/2)(t + h)2 − (h0 − (g/2)t2)
h
= −gt.
E´s a dir, a cada instant t , l’alc¸ada del cos esta` disminuint a una velocitat igual a gt .
Exemple. Hem modelat el rendiment R d’un conreu en funcio´ de la prese`ncia d’un certnutrient S al so`l, segons una funcio´ de Monod
R =
µS
k + S
.
Determineu la velocitat de creixement de R en funcio´ de S .Hem de calcular un l´ımit que no e´s dif´ıcil:
R ′ = lim
h→0
µ(S + h)
k + S + h
− µS
k + S
h
= lim
h→0
µhk
h(k + S + h)(k + S)
=
µk
(k + S)2
.
Interpretem aquest resultat. Suposem que R es mesura en tones per ha i S representala quantitat de nitrogen present al so`l, en kg/ha. Aleshores, R ′ s’expressaria en “tonesper ha per kg de nitrogen per ha”.
Exemple. Si una quantitat creix exponencialment segons N = et , a quina velocitatcreix en cada moment?Hem de calcular la derivada de la funcio´ et :
d
dt
(et) = lim
h→0
et+h − et
h
= lim
h→0
et(eh − 1)
h
= et lim
h→0
eh − 1
h
= et .
Aqu´ı hem aplicat un l´ımit que hav´ıem estudiat anteriorment i arribem a la conclusio´que, en el creixement exponencial, la velocitat tambe´ te´ creixement exponencial. Diten unes altres paraules, la derivada de la funcio´ exponencial ex e´s ella mateixa.Com que la derivada e´s un l´ımit i sabem que una funcio´ pot no tenir l´ımit, dedu¨ımque hi pot haver funcions que no tinguin derivada en algun punt. Direm que no so´nderivables. Per exemple:
• Si una funcio´ te´ una discontinu¨ıtat en un punt, e´s clar que en aquest punt nopodem parlar de velocitat de canvi de la funcio´. Per exemple, la funcio´ partentera bxc no es pot derivar en els punts enters, perque` la funcio´ e´s discont´ınuaen aquests punts.
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• Si una funcio´ fa un “angle” en un punt, tambe´ e´s clar que en aquest punt nopodrem parlar de derivada. Per exemple, la funcio´ valor absolut |x | decreix avelocitat 1 en els x < 0 i creix a velocitat 1 en els x > 0. Al punt x = 0 la funcio´fa un angle i no hi pot haver derivada.• Si la gra`fica d’una funcio´ e´s vertical en un punt, la velocitat de creixement enaquest punt “seria infinita” i podr´ıem dir que la derivada val ∞ o, millor, que enaquest punt no hi ha derivada. Per exemple, la funcio´ √x te´ aquesta propietatquan x = 0.
Exemple. La funcio´ f (x) = 3√x no te´ derivada a x = 0:
f ′(0) = lim
h→0
3
√
h − 0
h
= lim
h→0
1
h2/3
=∞.
12.2 Interpretacio´ geome`trica
Si representem gra`ficament uns funcio´ y = f (x) i representem gra`ficament el quocient
f (x0 + h)− f (x0)
hes fa evident la segu¨ent propietat fonamental:
La derivada f ′(x0) e´s igual al pendent de la recta tangent a la gra`fica dela funcio´ y = f (x) que passa pel punt de coordenades (x0, f (x0)).Per tant, si coneixem la derivada d’una funcio´ en un punt podem escriure immediatamentl’equacio´ de la recta tangent a la gra`fica en aquest punt.
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Exemple. Calculeu l’equacio´ de la recta tangent a la para`bola y = x2 al punt x = 1.Abans hem vist que la derivada val y ′ = 2. Per tant, nome´s cal escriure l’equacio´de la recta de pendent 2 que passa pel punt (1, 1). E´s aquesta: y = 2x − 1.
Exemple. Determineu l’equacio´ de la recta tangent a la funcio´ de Monod y = 3x/(2+x)en el punt x = 2.Segons hem vist abans, la derivada d’aquesta funcio´ de Monod e´s y ′ = 6/(2+x)2 =
3/8. Aleshores, la recta tangent te´ pendent 3/8 i passa pel punt (2, 3/2). E´s la recta
3x − 8y + 6 = 0.
12.3 Algunes propietats elementals
• Funcions constants. Evidentment, la derivada d’una funcio´ constant e´s zero.Rec´ıprocament, si la derivada d’una funcio´ definida en un interval e´s zero, aixo`vol dir que la velocitat de creixement e´s zero i, per tant, la funcio´ ha de serconstant en aquest interval.
• Suma de funcions. E´s senzill adonar-se que
(f (x) + g(x))′ = f ′(x) + g ′(x)
e´s a dir, la derivada d’una suma de funcions e´s la suma de les seves derivades.Tambe´, si multipliquem una funcio´ per una constant k , la seva derivada quedamultiplicada per aquesta mateixa constant:
(kf (x))′ = kf ′(x).
• Funcions amb la mateixa derivada. Pot passar que dues funcions diferents tin-guin la mateixa derivada? Certament que s´ı:
(f (x) + k)′ = f ′(x).
Si sumem una constant a una funcio´, la seva derivada no canvia. D’altra banda,si dues funcions f (x) i g(x) (definides en un mateix interval) tenen la mateixaderivada, aleshores
(f (x)− g(x))′ = f ′(x)− g ′(x) = 0
i dedu¨ım que les dues funcions difereixen en una constant
f (x) = g(x) + k .
• Funcions lineals. E´s clar que, com que la gra`fica d’una funcio´ lineal coincideixamb la seva recta tangent, la derivada d’una funcio´ lineal y = mx + b e´s igual a
m. Utilitzant la definicio´ de la derivada com a un l´ımit arribar´ıem a la mateixaconclusio´.
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• Polinomis i funcions potencials. Pel mateix me`tode que hem usat abans percalcular la derivada de la funcio´ x2 podem calcular la derivada de les funcions
xn per qualsevol n:
d
dx
xn = n xn−1.
Aquesta fo´rmula tambe´ e´s va`lida per a exponents negatius i, en general, per aqualsevol exponent real. En particular,
d
dx
√
x =
d
dx
x1/2 =
1
2
x−1/2 =
1
2
√
x
.
• Derivades successives. La derivada d’una funcio´ e´s una altra funcio´ que tambe´pot ser que sigui derivable. Si derivem la derivada obtenim el que s’anomenala segona derivada. Podem procedir successivament amb la derivada tercera,quarta, etc. La notacio´ que s’utilitza e´s aquesta:
f ′′(x) =
d2x
dx2
; f ′′′(x) =
d3x
dx3
; etc.
El significat de cadascuna d’aquestes derivades e´s clar: la derivada segona ensindica la velocitat a que canvia la derivada primera. En diem l’acceleracio´ dela funcio´. La derivada tercera ens indica la velocitat a que canvia la derivadasegona, o l’acceleracio´ de la derivada primera, etc.
12.4 Equacions diferencials
Una equacio´ diferencial e´s una equacio´ tal que
• La inco`gnita e´s una funcio´ desconeguda f (x).
• A l’equacio´ hi apareixen la variable x , la funcio´ inco`gnita f (x) i les seves derivades.
Per exemple, y = y ′ e´s una equacio´ diferencial i una solucio´ d’aquesta equacio´ e´suna funcio´ que coincideixi amb la seva derivada. Ja coneixem una funcio´ que te´ aquestapropietat: la funcio´ exponencial y = ex . N’hi pot haver d’altres? S´ı, per a qualsevolconstant k , la funcio´ y = kex e´s una solucio´ de l’equacio´ diferencial anterior.Recordem que hav´ıem definit el creixement exponencial com aquell en que` la taxade creixement e´s constant:
y ′
y
= r .
Aixo` e´s una equacio´ diferencial i vam veure que les solucions d’aquesta equacio´ dife-rencial so´n les funcions exponencials y = kerx .El creixement log´ıstic tambe´ el vam definir a partir d’una equacio´ diferencial:
y ′
y
= r
(
1− y
K
)
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pero` aqu´ı no vam ser capac¸os de trobar les solucions d’aquesta equacio´. Ho faremme´s endavant. De moment, limitem-nos a donar la solucio´ sense explicar com l’hemtrobada. La solucio´ e´s l’anomenada corba log´ıstica, que te´ aquesta equacio´:
y(x) =
K
1 + k exp(−rx) .Aqu´ı k e´s una constant arbitra`ria. Encara que no sapiguem com trobar aquesta solucio´,el que s´ı que e´s senzill de fer e´s comprovar que aquesta funcio´ e´s una solucio´.Si dibuixem aquesta corba per K = 6, k = 3, r = 1, obtenim
Entre les propietats d’aquesta corba log´ıstica tenim
lim
x→∞ y = K ; limx→−∞ y = 0.
12.5 Fem-ho amb sage
sage pot calcular, sovint, les derivades de funcions definides simbo`licament. Si f (x) e´suna funcio´ que haguem definit, podem utilitzar la sintaxi diff(f(x),x) o be´ la sintaxi
f.diff().
sage: f(x)=(arctan(x))^2+sqrt(x)
sage: f.diff()
x |--> 2*(1/(x^2 + 1))*arctan(x) + 1/2/sqrt(x)
sage: f.diff()(x)
2*(1/(x^2 + 1))*arctan(x) + 1/2/sqrt(x)
sage: f.diff()(6)
1/12*sqrt(6) + 2/37*arctan(6)
sage: g(x)=sqrt(e^x*log(1/x))
sage: view(diff(g(x),x))
ex log
(
1
x
)− exx
2
√
ex log
(
1
x
)
13. Creixement del producte de dos factors
13.1 Derivada del producte de dues funcions
S’estima que l’any 2002, la petjada carbo`nica1 per capita de la Xina estava creixenta un ritme de 0.25 tones per any2 i la poblacio´ estava creixent a una taxa del 0.6%anual. Ens preguntem quina era la taxa de creixement de la petjada carbo`nica globalde la Xina. Designem per C aquesta petjada carbo`nica, mesurada en tones de C O2equivalent. Designem per P la poblacio´ de la Xina i per Q la petjada per capita.Evidentment, tenim
C = Q × Pi el problema consisteix en determinar la taxa de creixement o la velocitat de creixementde C si sabem que Q creix al 0.74 tones per any i P creix al 0.6% anual.Ens adonem fa`cilment que la resposta a aquest problema no la podem obtenir apartir de cap combinacio´ dels dos nombres 0.25 i 0.006. La millor manera d’enten-dre aquest problema e´s representar-lo gra`ficament. Si representem la variable Q al’eix horitzontal i la variable P a l’eix vertical, aleshores C vindra` representat per lasuperf´ıcie d’un rectangle.
Si Q0 i P0 so´n els valors de les variables en el temps de refere`ncia (any 2002 enel nostre exemple), aleshores la superf´ıcie del rectangle gris representa el valor de Cen el temps de refere`ncia. Si Q0 creix fins Q0 + ∆Q i P0 creix fins P0 + ∆P , aleshores
1Consulteu carbonfootprintofnations.com.
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el rectangle gris que representa C0 creix perque` se li afegeix la regio´ blava. Aquestaregio´ blava representa, doncs, l’increment de C , que podem anomenar ∆C . E´s evidentque aquesta regio´ blava esta` formada per tres rectangles i la seva superf´ıcie e´s
∆C = Q0∆P + P0∆Q + ∆P∆Q.
Si ara volem determinar la velocitat de creixement de QP hem de dividir pel tempsque ha transcorregut, diguem-n’hi ∆t
∆C
∆t
= Q0
∆P
∆t
+ P0
∆Q
∆t
+ ∆P
∆Q
∆ti ara hem de prendre ∆t molt petit o, me´s exactament, hem de fer tendir ∆t → 0.L’u´ltim sumand tendeix a zero i apareixen les derivades:
dC
dt
= Q0
dP
dt
+ P0
dQ
dt
.
Aquesta fo´rmula ens diu, doncs, com hem de calcular la derivada d’un producte dedues funcions. Tambe´ la podem escriure aix´ı
(f (x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f (x)g ′(x).
13.2 Exemples
Exemple 1. Comencem amb un exemple elemental. Calculem la derivada de la funcio´
f (x) = x2 exp(x).
Sabem que la derivada de la funcio´ x2 e´s la funcio´ 2x i que la derivada de la funcio´ exe´s ella mateixa. Per tant,
d
dx
(x2ex) = x2
d
dx
ex +
(
d
dx
x2
)
ex = x2ex + 2xex .
Exemple 2. Resolem ara el problema inicial sobre la petjada carbo`nica a la Xina. Enspregunten sobre el creixement de C , e´s a dir, sobre la derivada de la funcio´ C respectedel temps. Pel que acabem de dir:
d
dt
C =
d
dt
(QP) = Q0
dP
dt
+ P0
dQ
dt
.
Veiem que no podem calcular el que ens demanen si no ens donen informacio´ comple-menta`ria. Necessitem cone`ixer els valors de Q0 o P0. La poblacio´ estimada l’any 2002era de P0 = 1280 milions de persones. La petjada carbo`nica per capita estimada el2002 era Q0 = 2.5 tones per habitant i per any. El creixement de Q de 0.25 tones perany2 ens diu que Q ′ = 0.25 i un creixement de P del 0.6% anual equival a P ′ = 7.68.Per tant,
C ′ = 2.5× 7.68 + 1280× 0.25 = 339.2.
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Si volem expressar aixo` en tant per cent, hem de dividir per C0 = 2.5 × 1280 = 3200milions de tones per any. El resultat final e´s que la petjada carbo`nica total de la Xinacreixia al 10.6% anual.
Exemple 3. L’absorcio´ de C O2 als boscos del Brasil e´s molt important per a la clima-tologia del nostre planeta. Es calcula que al Brasil hi ha uns 500 milions d’hecta`reesde boscos que absorbeixen unes 15.5 tones de C O2 per ha i any. Pero` la desforestacio´fa que el Brasil perdi superf´ıcie forestal a un ritme de 1.6 milions d’ha per any. A me´s,s’ha observat que la prese`ncia d’espe`cies invasores i l’escalfament global fan disminuirla capacitat d’absorcio´ de C O2 dels arbres a un ritme del 0.5% cada any. Globalment,doncs, la quantitat de C O2 que e´s absorbida pels boscos del Brasil esta` disminuint. Aquin ritme?Escrivim aquesta equacio´
A = S × Eon A e´s la capacitat d’absorcio´ dels boscos del Brasil en tones per any; S e´s la superf´ıciede bosc en ha i E e´s l’eficie`ncia del bosc, en tones per ha i per any. Totes aquestesvariables so´n funcio´ del temps t . Si fixem t = 0 en el moment present, l’enunciat ensdiu que
S(0) = 500× 106 ha;
E (0) = 15.5 tones/ha×any;
S ′(0) = −1.6× 106 ha/any;
E ′(0) = −0.0775 tones/ha×any2.
Aleshores, aplicant la regla de la derivada d’un producte:
A′(0) = S(0)× E ′(0) + S ′(0)× E (0)
= 500× 106 × (−0.0775)− 1.6× 106 × 15.5
= −63.55× 106 tones/any2.
13.3 Derivada del quocient de dues funcions
Si derivem els dos costats d’aquesta identitat
f (x)
(
1
f (x)
)
= 1
obtenim una fo´rmula per a la derivada de la funcio´ 1/f (x) (va`lida, evidentment, nome´sper als punts x tals que f (x) 6= 0):
d
dx
1
f (x)
= − f
′(x)
f (x)2
.
Ara ja e´s senzill obtenir una fo´rmula per a la derivada del quocient de dues funcions:(
f (x)
g(x)
)′
=
g(x)f ′(x)− f (x)g ′(x)
g(x)2
.
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Exemple 1. Als estudis sobre la pesca es consideren els conceptes de “estoc” S i“reclutament” R . El primer indica la part de la poblacio´ de peixos (d’una determinadaespe`cie) que so´n susceptibles de ser capturats i el segon indica la quantitat de peixosque s’incorporen a l’estoc, sigui perque` atenyen la mida necessa`ria, sigui perque` entrena la zona de captures. El model me´s senzill que relaciona aquestes dues variables e´sel de Beverton-Holt de 1957 que utilitza una funcio´ de Monod
R =
αS
β + S
.
Calculeu a quina velocitat esta` creixent R quan S = β.Ens estan preguntant la derivada R ′ per al valor S = β. Utilitzem la fo´rmula de laderivada d’un quocient
R ′ =
αβ
(β + S)2
=
α
4β
.
Exemple 2. Imaginem que la corba de demanda per a un determinat producte s’apro-xima a D = k/P . A quina velocitat baixa la demanda quan P = k/2?Calculem la derivada
dD
dP
= − k
P2
= −4
k
.
Interpretem aquest resultat. Suposem que la demanda D s’expressa en milers d’unitatsper dia i que el preu P s’expressa en euros. Aleshores, dD/dP s’expressa en unitatsper dia per euro i ens indica com creix la demanda per cada euro d’augment en elpreu. Evidentment, la derivada e´s negativa perque` la demanda decreix quan augmentael preu.
14. Funcions de funcions de funcions de...
14.1 Quan una variable depe`n d’una altra i aquesta depe`n d’u-na tercera
Sovint, una variable y e´s funcio´ d’una altra variable y = y(x) i aquesta variable xtambe´ e´s funcio´ d’una tercera variable x = x(t). En aquests casos, ens pot interessarcone`ixer el creixement de y en funcio´ de t , e´s a dir, la derivada dy
dt
. Considerem aquestsexemples:
• La produccio´ P d’un camp e´s funcio´ de la quantitat de nitrogen al so`l P = P(N)i la quantitat de nitrogen al so`l e´s funcio´ de la quantitat d’adob que aportem alcamp N = N(P). Com creix P si fem cre´ixer A?
• Una espe`cie invasora (o una malaltia) apareix en un punt d’una massa vegetali s’este´n en totes direccions a una certa velocitat. A quina velocitat creix lasuperf´ıcie afectada?
• L’aire es refreda quan s’expandeix. A quin ritme baixa la temperatura quan elvolum augmenta a una certa velocitat?
• Quina relacio´ hi ha entre la velocitat amb que` creix l’alc¸ada d’un arbre i lavelocitat amb que` creix el dia`metre del seu tronc?
• Si la derivada de la funcio´ ex e´s ex i la derivada de la funcio´ sin x e´s cos x , que`podem deduir sobre la derivada de la funcio´ esin x?
Tots aquests problemes tenen en comu´ que volem calcular la derivada d’una funcio´d’una variable, quan aquesta variable e´s tambe´ funcio´ d’una segona variable. Perexemple, en el cas de la produccio´ d’un camp tenim P = P(N(A)) i volem calcular lavelocitat amb que` varia P en funcio´ de la variacio´ de A:
P = P(N(A)),
dP
dA
=?
La resposta es troba en la que es coneix com la regla de la cadena:
Si y = y(x) i x = x(t), aleshores dy
dt
=
dy
dx
· dx
dt
.
El nom prove´ de que la fo´rmula es pot estendre il.limitadament al cas en que t = t(u),
u = u(z), etc.:
dy
dz
=
dy
dx
· dx
dt
· dt
du
· du
dz
.
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14.2 Composicio´ de funcions i la regla de la cadena
Ja sabem que hi ha una operacio´ fonamental que podem fer amb funcions que e´s lacomposicio´ de funcions. La regla de la cadena ens diu com podem calcular la derivadade la composicio´ de dues funcions f (g(x)):
(f (g(x))′ = f ′(g(x)) · g ′(x).Si aixo` ho escrivim en l’altra notacio´ me´s cla`ssica, tenim
y = f (x), x = g(t);
dy
dt
=
dy
dx
· dx
dti escrit d’aquesta manera, la regla sembla plausible.Exemples
• La derivada de log x e´s 1/x i la derivada de sin x e´s cos x . Per tant,
d
dx
log sin x =
1
sin x
· cos x
d
dx
sin log x = (cos log x) · 1
x• La derivada de ex e´s ex i la derivada de sin x e´s cos x . Per tant,
d
dx
esin x = esin x cos x
d
dx
sin ex = (cos ex) ex
• Les “cadenes” poden ser tan llargues com calgui:
d
dx
sin3(2x4 − 3x + 1)−1/3 =
3 sin2(2x4 − 3x + 1)−1/3 cos(2x4 − 3x + 1)−1/3
(
−1
3
)
(2x4 − 3x + 1)−4/3(8x3 − 3).
14.3 Resolem els problemes del primer apartat
Apliquem ara la regla de la cadena als problemes que apareixen a l’inici de la llic¸o´.
• Com creix la produccio´ d’un camp amb l’addicio´ d’adob? P e´s la produccio´ delcamp, N e´s la quantitat de nitrogen al so`l i A e´s la quantitat d’adob que aboquemal camp. Podem escriure P = P(N(A)) i volem determinar com canvia P en funcio´de A. La regla de la cadena ens diu que
dP
dA
=
dP
dN
· dN
dA
.
Per poder obtenir resultats concrets hem de fer hipo`tesis sobre les funcions P(N)i N(A).
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– Una hipo`tesi molt natural e´s que el contingut en nitrogen al so`l sigui unafuncio´ lineal de la quantitat d’adob que utilitzem:
N(A) = kA + ron r e´s el nitrogen present al so`l sense addicio´ d’adob i kA e´s la quan-titat de nitrogen aportat per l’adob que, naturalment, sera` una quantitatproporcional a la quantitat d’adob.– La produccio´ P com a funcio´ de la prese`ncia de nitrogen podria modelar-seper una funcio´ de Monod:
P =
aN
k + Non a e´s el l´ımit de P quan N tendeix a infinit.Amb aquestes hipo`tesis, tindr´ıem
dP
dA
=
dP
dN
· dN
dA
=
ak
(k + N)2
.
• Com creix la superf´ıcie afectada? Si l’espe`cie invasora s’expandeix en totesdireccions a una velocitat v , la superf´ıcie afectada S sera` aproximadament undisc de radi r i aquest radi creixera` a velocitat v . Per tant
S = pir2, r ′ = v ; S ′ = 2pir r ′ = 2pir v .Aquest problema tambe´ te´ una versio´ tridimensional. Imaginem, per exemple,una substa`ncia contaminant que, a partir d’un punt a l’interior d’una massa d’ai-gua s’expandeix uniformement en totes direccions a una velocitat v . Aplicant lafo´rmula del volum de l’esfera, obtindr´ıem que la velocitat amb que` creix el volumafectat seria:
V =
4
3
pir3, r ′ = v ; V ′ = 4pir2 r ′ = 4pir2 v .
• A quina velocitat es refreda l’aire? Per contestar aquesta pregunta hem decone`ixer una mica de f´ısica de l’aire. Si consultem els articles “Heat capacityratio” i “Adiabatic process” a Wikipedia, veurem que la fo´rmula que relacionala temperatura i el volum d’una massa de gas, en les circumsta`ncies que ensinteressen (e´s a dir, en circumsta`ncies “adiaba`tiques”, quan no hi ha transfere`nciade calor ni de massa), e´s
T V γ−1 = kon k e´s constant i el para`metre γ val, en el cas de l’aire sec, γ = 1.4. Per tant,tenim
T = kV−0.4.Volem determinar la velocitat de canvi de la temperatura quan el volum canviaa una certa velocitat. Aplicant la regla de la cadena, si denotem per t el temps,tenim:
dT
dt
= −0.4 kV−1.4 dV
dt
= −0.4 T
V
dV
dt
.El signe negatiu ens indica que quan el volum augmenta, la temperatura dismi-nueix (l’aire es refreda quan s’expandeix) i la fo´rmula ens do´na la relacio´ exactaentre les dues velocitats.
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• Quina relacio´ hi ha entre els creixements en alc¸ada i en dia`metre en un arbre?Com que e´s un tema de gran importa`ncia a la cie`ncia forestal, hi ha molts estudisal.lome`trics sobre la relacio´ entre alc¸ada H i dia`metre D en els arbres. Aquestesrelacions s’utilitzen, per exemple, per estimar la massa d’un arbre a partir delgruix del tronc a una determinada alc¸ada del terra. Una d’aquestes relacions e´s
H = 3.24D0.613
que va ser obtinguda per Forstreuter el 1999 per al faig (Fagus Sylvatica).1 He´s l’alc¸ada en metres i D e´s el dia`metre del tronc en cm, a 1.37 metres d’alc¸adasobre el so`l.Si ara ens preguntem com es relaciona el creixement de H amb el de D , tenim:
dH
dt
= 1.986D−0.387
dD
dti, si ens interessa la relacio´ entre les taxes de creixement, tenim
1
H
dH
dt
= 0.613
1
D
dD
dt
.
14.4 Derivacio´ impl´ıcita
Fins ara hem derivat funcions que estan expressades de forma “expl´ıcita” y = f (x).Una de les aplicacions de la regla de la cadena e´s que ens permet calcular derivadessense necessitat d’expressar la funcio´ en forma expl´ıcita.Per exemple, considerem x2+ y2 = 4 (que e´s una circumfere`ncia de radi 2 centradaa l’origen) i suposem que volem calcular la derivada de y respecte de x . Ho podemfer sense necessitat d’expressar y com a funcio´ de x de forma expl´ıcita. Simplement,derivem la relacio´ anterior, aplicant la regla de la cadena:
x2 + y2 = 4 ⇒ 2x + 2yy ′ = 0 ⇒ y ′ = −x
y
.
Exemple. Calculeu dy/dx sabent que y3x2 − yx + 2y2 = x . Derivant aquesta equacio´obtenim l’equacio´
3y2y ′x2 + 2y3x − y ′x − y + 4yy ′ = 1 ⇒ y ′ = 1− 2y
3x + y
3y2x2 − x + 4y .
14.5 Derivada de la inversa d’una funcio´
Una altra consequ¨e`ncia de la regla de la cadena e´s que si coneixem la derivada d’unafuncio´, podem calcular la derivada de la seva inversa.
1Vegeu Allometric Relationships of Selected European Tree Species, institute for Environment andSustainability, 2003.
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Exemple. Sabem que la derivada de la funcio´ ex e´s ex . La inversa de la funcio´exponencial e´s la funcio´ log. Aleshores,
exp(log(x)) = x ⇒ exp(log(x))(log(x))′ = 1 ⇒ (log(x))′ = 1
exp(log(x))
=
1
x
.
14.6 Derivades de totes les funcions elementals
Amb el que hem apre`s fins ara ja podem calcular la derivada de qualsevol funcio´ ques’expressi a partir de les funcions elementals, utilitzant sumes, productes, quocients icomposicions. Cal recordar aixo`:
• d
dx
(const.) = 0
• (f + g)′ = f ′ + g ′• (f g)′ = f ′g + f g ′
• ( f
g
)′
=
gf ′ − f g ′
g2• (f (g))′ = f ′(g) g ′
• d
dx
x r = rx r−1
• d
dx
ex = ex
• d
dx
ax = ax log a
• d
dx
log x =
1
x
• d
dx
loga x =
1
x log a
• d
dx
sin x = cos x
• d
dx
cos x = − sin x
• d
dx
arcsin x =
1√
1− x2
• d
dx
arccos x =
−1√
1− x2
• d
dx
arctan x =
1
1 + x2
14.7 Fem-ho amb sage
Per calcular amb sage derivades de funcions definides impl´ıcitament hem de fer-ho dela manera segu¨ent. Suposem que volem calcular y ′ quan sabem que x2 + y2 = 1. Hemde comenc¸ar dient-li a sage que y e´s una funcio´ de x :
sage: y=function(’y’)(x)A continuacio´, definim la funcio´ donada per la relacio´ impl´ıcita
sage: f(x)=x^2+y^2-1i ara podem derivar aquesta funcio´
sage: g(x)=diff(f(x),x)
sage: g(x)
2*y(x)*D[0](y)(x) + 2*xFinalment, si volem a¨ıllar el valor de y ′,
sage: solve(g(x),diff(y,x))
[D[0](y)(x) == -x/y(x)]que ens do´na y ′ = −x/y . Fem un altre exemple, extret dels exercicis al final d’aquestapart.
sage: y=function(’y’)(x)
sage: f(x)=x/(x*y+1)-2*x*y
sage: view(solve(f.diff(x),y.diff(x)))
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[
D[0] (y) (x) = −2 x
2y (x)3 + 4 xy (x)2 + 2 y (x)− 1
2 x3y (x)2 + 4 x2y (x) + x2 + 2 x
]
.
Resolem ara l’exemple de la velocitat a que` es refreda l’aire:
sage: gamma,t,k=var(’gamma,t,k’)
sage: V=function(’V’)(t)
sage: T(t)=k*V^(1-gamma)
sage: view(T.diff(t)(t))
−(γ − 1)kV (t)−γ D[0] (V ) (t) .
sage: view(T(gamma=1.4).diff(t))
−0.400000000000000D[0] (V ) (t)
V (t)1.40000000000000
.
15. Aproximacio´ lineal i propagacio´ d’errors
15.1 Aproximacio´ lineal
Les funcions me´s senzilles so´n les funcions lineals
f (x) = mx + b
pero` la realitat e´s sovint molt me´s complexa i no ve descrita per una funcio´ d’aquestes.Tambe´ pot passar que ni tan sols sapiguem quina e´s la funcio´ exacta que descriu elfenomen que estem estudiant.La pregunta que ens fem e´s
Si, com a primera aproximacio´, volem utilitzar una funcio´ lineal per estu-diar un fenomen, quina e´s la millor funcio´ lineal que podem utilitzar?
Exemples:
• Quina e´s la velocitat ma`xima que assolira` una allau de neu en funcio´ de lainclinacio´ del pendent? E´s una pregunta molt dif´ıcil, sobre la que s’han fet moltsestudis. El model me´s cla`ssic e´s el de Voellmy del 1955 segons el qual la velocitatma`xima ve donada per
v =
√
hξ(sinψ − µ cosψ)on h e´s l’alc¸ada del gruix de neu, ψ e´s l’angle, i µ i ξ so´n coeficients de friccio´i turbule`ncia (positius), respectivament. Si fixem el gruix de neu, quina funcio´lineal podr´ıem prendre per estudiar aquesta velocitat per a vessants propers a45 graus?
• Tenim una poblacio´ de la qual sabem la mida i la seva taxa de creixement, pero`no coneixem exactament quin model de creixement segueix. Com a primera apro-ximacio´, modelem la mida de la poblacio´ per una funcio´ lineal. Quina?
• Recordem la funcio´ que ens donava la temperatura de sensacio´ (wind chill) enfuncio´ de la temperatura i la velocitat del vent (pa`gina 16). Suposem que latemperatura e´s fixa T = −10. Si la velocitat esta` al voltant dels 20 km/h, compodem aproximar W per una funcio´ lineal de la velocitat del vent V ?
• Sabem que sin 0 = 0. Sense utilitzar una calculadora, com podem trobar un valoraproximat per a sin 0.1?
• Sabem que √49 = 7. Sense utilitzar una calculadora, com podem trobar un valoraproximat per a √50?
La resposta ve donada per aquesta propietat:
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La millor aproximacio´ lineal d’una funcio´ e´s la recta tangent a la sevagra`fica.
Suposem, doncs, que volem una aproximacio´ lineal d’una funcio´ y = f (x) per avalors de la variable x propers a a. Prendrem la recta tangent a y = f (x) pel punt
(a, f (a)):
L(x) = f (a) + f ′(a)(x − a)i tindrem que
f (x) ≈ L(x) si x ≈ a.
Si x = a, la funcio´ f (x) i la seva aproximacio´ lineal L(x) tenen el mateix valori la mateixa derivada. A mida que x es vagi separant de a, la funcio´ f (x) i la sevaaproximacio´ lineal L(x) es poden allunyar una de l’altra i l’aproximacio´ lineal perdra`exactitud.Exemples:
• Aproximacio´ lineal de f (x) = sin x per x ≈ 0. Com que sin 0 = 0 i la derivada de
sin e´s cos i cos 0 = 1, tenim
L(x) = f (a) + f ′(a)(x − a) = 0 + (a− x) = x .
Per tant, la millor aproximacio´ lineal se la funcio´ sin x per valors petits de x e´sla recta L(x) = x . Dit d’una altra manera,
sin x ≈ x si x ≈ 0.
En particular, sin 0.1 ≈ 0.1.• Aproximacio´ lineal de f (x) = √x per x ≈ 49.
L(x) = f (a) + f ′(a)(x − a) = √a + 1
2
√
a
(x − a) = 7 + 1
14
(x − 49).
En particular, √50 ≈ 7.0714.• Aproximacio´ lineal de la mida d’una poblacio´. Suposem que tenim una poblacio´de mida N = 250 × 106, que creix amb una taxa de creixement del 2% anual. Sihem de fer una estimacio´ lineal de la poblacio´ en els propers mesos, farem aixo`:
N(0) = 250× 106 1
N
dN
dt
= 0.02
i l’aproximacio´ lineal e´s
L(t) = N(0) + N ′(0)(t − 0) = 250× 106 + (0.02× 250× 106)t.
Per exemple, d’aqu´ı a dos mesos, l’estimacio´ per a la poblacio´ do´na N ≈ 250.8×
106.• Quan parla`vem de la taxa de creixement vam dir que si r e´s proper a zero,aleshores r ≈ er−1 i log(1+r) ≈ r . Ara ho podem justificar amb les aproximacionslineals de les funcions ex i log(1 + x) a x = 0.
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15.2 Propagacio´ d’errors
Qualsevol mesura experimental d’una variable x te´ un cert marge d’error ±∆x . Si ara,sobre aquesta variable x , avaluem una funcio´ y = f (x), quin error hem d’esperar a y?E´s clar que l’error ±∆x es “propagara`” a un error ±∆y . La pregunta e´s quina relacio´hi ha entre ∆y i ∆x .Sovint, tenim un marge d’error per al resultat final y i ens preguntem amb quinaprecisio´ hem de determinar x perque` y no sobrepassi el marge d’error que ens hemfixat.Distingirem entre els conceptes d’error i precisio´ o error relatiu. Si l’error d’unavariable x e´s ∆x , la precisio´ e´s ∆x/x . L’error te´ les mateixes unitats que la variable ila precisio´ no te´ unitats i s’expressa sovint en percentatge.
Exemples:
• Si coneixem un nombre x = 10 amb una precisio´ del 2%, amb quina precisio´coneixem log x?
• Si coneixem el radi d’una circumfere`ncia amb una precisio´ del 5%, amb quinaprecisio´ coneixem l’a`rea limitada per aquesta circumfere`ncia?
• Volem determinar aproximadament la superf´ıcie foliar d’un arbre (evidentment,sense mesurar la superf´ıcie de totes i cadascuna de les seves fulles!). Hi hamolts estudis al.lome`trics que relacionen, per a cada espe`cie d’arbre, la relacio´entre la superf´ıcie foliar i altres mesures me´s fa`cils de determinar, com el dia`metredel tronc. Per exemple, la refere`ncia que hem citat a la pa`gina 87 ens do´na que,per als exemplars joves de faig, la superf´ıcie foliar per arbre (em metres quadrats)e´s
A = 0.307D1.803on D e´s el dia`metre del tronc (en cm) a 1.37 metres d’alc¸ada sobre el so`l. Siestem mesurant D amb una precisio´ del 5%,1 amb quina precisio´ coneixerem D?
La resposta a tot aixo` s’obte´ recordant la definicio´ de derivada
f ′(x) = lim
∆x→0
∆y
∆x
i fent aquesta aproximacio´2
∆y
∆x
≈ f ′(x) si ∆x ≈ 0.
1I com e´s que mesurem el dia`metre del tronc amb una precisio´ del 5% i no mesurem el dia`metre deltronc exactament? D’una banda, l’exactitud absoluta no pot existir, pero` tambe´ e´s cert que la resposta aaquesta pregunta es troba en el fet que estem eludint que qualsevol estudi experimental ha d’usar me`todesestad´ıstics. Per tant, a la pra`ctica, no estarem mesurant un u´nic tronc, sino´ una mostra de troncs, i voldremestimar valors mitjans amb un cert marge d’error, etc. L’ana`lisi estad´ıstica e´s un complement necessari atot el que estudiem en aquest curs.2De fet, aqu´ı estem substituint f (x) per la seva aproximacio´ lineal.
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Dit d’una altra manera, la relacio´ entre ∆y i ∆x ve donada per
∆y ≈ y ′∆x .
Si el que volem e´s una fo´rmula que ens relacioni la precisio´ de x amb la precisio´ de y ,n’hi ha prou amb dividir per y la fo´rmula anterior. Obtenim aixo`:
∆y
y
=
y ′x
y
∆x
x
.
Trobem ara la solucio´ dels casos plantejats als exercicis anteriors:
• Precisio´ del logaritme. Tenim x = 10± 2% i posem y = log x . Aleshores,
∆y ≈ 1
x
∆x ,
∆y
y
≈ 1
y
∆x
x
=
0.02
log 10
≈ 0.0087.
Per tant,
log x = 2.3± 0.9%.
• Precisio´ de l’a`rea d’una circumfere`ncia. La fo´rmula cla`ssica S = piR2 do´na
∆S ≈ 2piR∆R, ∆S
S
≈ 2piR
piR2
∆R = 2
∆R
R
= 10%
i la precisio´ de l’a`rea e´s del 10%.
• Superf´ıcie foliar.
∆A
A
≈ 1.803× 0.307× D
0.803
0.307× D1.803 ∆D = 1.803
∆D
D
= 1.803× 0.05 ≈ 9%.
Per tant, la precisio´ en la mesura de la superf´ıcie foliar sera` del 9%.
15.3 Aproximacio´ quadra`tica
En lloc d’aproximar una funcio´ f (x) (per a valors propers a un valor x = a) per unafuncio´ lineal, com hem fet fins ara en aquest cap´ıtol, podem aproximar la funcio´ per unafuncio´ quadra`tica Q(x) = ax2 + bx + c i sembla lo`gic pensar que, d’aquesta manera,obtindrem una aproximacio´ millor. Quina e´s la funcio´ quadra`tica que hem d’escollir?Recordem que l’aproximacio´ lineal de f (x) al voltant del punt x = a e´s la funcio´
L(x) = f (a) + f ′(a)(x − a).
Aquesta funcio´ te´ aquestes dues propietats
• Les dues funcions f (x) i L(x) tenen el mateix valor per x = a. E´s a dir, f (a) = L(a).
• Les dues funcions f (x) i L(x) creixen a la mateixa velocitat per x = a. E´s a dir,
f ′(a) = L′(a).
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A la vista d’aixo`, una bona aproximacio´ quadra`tica sera` una funcio´ Q(x) = ax2 +
bx + c que tingui aquestes tres propietats:
• Les dues funcions f (x) i Q(x) tenen el mateix valor per x = a. E´s a dir, f (a) =
Q(a).
• Les dues funcions f (x) i Q(x) creixen a la mateixa velocitat per x = a. E´s a dir,
f ′(a) = Q ′(a).
• Les dues funcions f (x) i Q(x) creixen am la mateixa acceleracio´ per x = a. E´s adir, f ′′(a) = Q ′′(a).
Amb aquestes tres condicions, no e´s dif´ıcil trobar quina e´s aquesta funcio´ quadra`-tica. El resultat e´s:
Q(x) = f (a) + f ′(a)(x − a) + f
′′(a)
2
(x − a)2.
Observem que, si a = 0, la part lineal de Q(X ) e´s precisament l’aproximacio´ lineal L(x).
Exemple. Trobem l’aproximacio´ quadra`tica de f (x) = √1 + x a l’entorn del punt x = 0.Cal trobar els valors f (0) = 1, f ′(0) = 1/2, f ′′(0) = −1/4. Aleshores, l’aproximacio´quadra`tica e´s
Q(x) = 1 +
1
2
x − 1
8
x2
i podem afirmar que √
1 + x ≈ 1 + 1
2
x − 1
8
x2 si x ≈ 0.
15.4 Fem-ho amb sage
L’aproximacio´ lineal o quadra`tica d’una funcio´ es pot calcular amb sage amb la comanda
taylor(f(x),x,a,n) on a e´s el punt on volem trobar l’aproximacio´ i n = 1, 2 segonssi volem l’aproximacio´ lineal o l’aproximacio´ quadra`tica. Els valors n = 3, 4, . . . ensdonarien aproximacions d’ordre superior al quadra`tic.
sage: f(x)=sqrt(1+x)
sage: taylor(f(x),x,0,1)
1/2*x + 1
sage: taylor(f(x),x,0,2)
-1/8*x^2 + 1/2*x + 1
16. Valors extrems d’una funcio´
16.1 Ma`xims i m´ınims
Quan modelem un fenomen per una funcio´ y = f (x) una informacio´ important que enspot interessar e´s quins so´n els valors ma`xim i mı´nim que pot assolir la variable y .Exemples:
• Imaginem que estudiem el rendiment R d’una collita de cereal com a funcio´ delcontingut al so`l d’un determinat nutrient N (nitrogen, per exemple). Intu¨ım quetant l’abse`ncia de nutrient com l’exce´s de nutrient poden fer que R disminueixi.Ens interessa, doncs, trobar un valor de N que faci que R sigui ma`xim.
• S’ha vist que hi ha espe`cies que modulen la mida de la descende`ncia en funcio´dels recursos disponibles per tal d’aconseguir que l’e`xit de la reproduccio´ siguima`xim. Entenem per e`xit de la reproduccio´ el nombre de cries que sobreviuenfins que es puguin reproduir. Un model matema`tic pot estudiar quina pot ser lamida que maximitzi l’e`xit, i comparar-la amb els resultats experimentals.
• Hi ha espe`cies (el salmo´ del Pac´ıfic, alguns pops, l’atzavara, el bambu´...) que esreprodueixen una u´nica vegada a la vida1 i l’eleccio´ de quin e´s aquest momentafecta l’e`xit de la reproduccio´. Un model matema`tic pot estudiar quina e´s elmoment que maximitza l’e`xit, i comparar-lo amb els resultats experimentals.
• El concepte de pesca sostenible sancionat per l’ONU2 es basa en un nombrede captures que mantingui la poblacio´ en la seva mida de creixement ma`xim,suposant que l’estoc de peixos segueix un model log´ıstic. Quina e´s aquesta midade creixement ma`xim?
• En el control biolo`gic de les plagues, una plaga e´s contrarestada amb la intro-duccio´ d’una espe`cie depredadora dels individus de la plaga. La mida de la plagai la mida de la poblacio´ de depredadors estan relacionades. Matema`ticament,l’optimitzacio´ d’aquestes mides interdependents e´s una problema molt complexque involucra ma`xims i mı´nims, pero` va molt me´s enlla`.
Per atacar aquests problemes, comenc¸arem introduint alguns conceptes matema`ticsfonamentals.
1Consulteu l’article Semelparity and iteroparity a Wikipedia.2Vegeu l’article 2 del document Convention on Fishing and Conservation of the Living Resources of theHigh Seas, United Nations 2005. Per entendre millor aixo`, consulteu l’article Maximum sustainable yielda Wikipedia.
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16.2 Conceptes matema`tics
Sigui y = f (x) una funcio´ definida en un cert interval [a, b] (o tambe´ (a, b) o qualsevolaltra variant). Diem que aquesta funcio´ te´ un ma`xim a x = c si el valor f (c) e´s me´s grano igual que qualsevol altre valor f (d) amb d ∈ [a, b]. En concepte de m´ınim es defineixana`logament. Utilitzarem la paraula extrems per referir-nos indistintament a ma`ximsi mı´nims. Tambe´ parlarem de ma`xims, mı´nims i extrems globals, per distingir-los d’unaltre concepte que tractarem me´s endavant.Per exemple, considerem la para`bola y = x2 que ve donada per una funcio´ definidaarreu, pero` suposem que nome´s ens interessa el seu comportament a l’interval [−1, 1].En aquest interval, la funcio´ te´:
• un ma`xim a x = 1 i un ma`xim a x = −1,
• un mı´nim a x = 0.
Pero` aquesta mateixa para`bola, considerada a l’interval (−1, 1) no te´ cap ma`xim, isegueix tenint un mı´nim a x = 0.En canvi, la recta y = x , considerada a l’interval (−1, 1), no te´ cap extrem: capma`xim i cap mı´nim. Aqu´ı que l’interval sigui obert e´s fonamental perque` tenim unresultat matema`tic que diu aixo`:
Una funcio´ cont´ınua en un interval tancat sempre te´ algun ma`xim i algunm´ınim.
Diem que una funcio´ y = f (x) te´ un ma`xim relatiu a x = c si el valor f (c) e´sme´s gran o igual que qualsevol altre valor f (d) quan d e´s a [a, b] i tambe´ e´s a algunpetit interval al voltant de c . Tambe´ parlarem de m´ınim relatiu o, si volem incloure elsdos casos de ma`xim i mı´nim, parlarem d’extrems relatius. Tambe´ es parla de ma`xims,mı´nims o extrems locals.Exemples:
• f (x) = |x2−4| a l’interval [−2.5, 3). Per dibuixar aquesta funcio´ n’hi ha prou ambdibuixar la para`bola y = x2 − 4 i a continuacio´ reflectir la part per sota de l’eix
x .Aqu´ı observem aixo`:
– No hi ha cap ma`xim global. A x = 3 hi hauria un ma`xim global, pero` 3 nopertany a l’interval que estem considerant.– A x = 2 i x = −2 hi ha mı´nims globals i tambe´ mı´nims locals.– A x = −2.5 i x = 0 hi ha ma`xims locals.
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• f (x) = (x − 1)2(x + 2) a l’interval [−2, 3]. Pel resultat anterior, sabem que e´ssegur que aquesta funcio´ tindra` algun ma`xim global i algun mı´nim global. Sidibuixem aquesta funcio´, obtenim aixo`:
Observem que– A x = −2 i x = 1 hi ha mı´nims globals que tambe´ so´n locals.– A x = 3 hi ha un ma`xim global, que tambe´ e´s local.– A x = −1 hi ha un ma`xim local (que no e´s global).
16.3 Extrems locals i derivada
Hi ha una relacio´ directa entre els extrems locals d’una funcio´ y = f (x) i la derivadad’aquesta funcio´ f ′(x):
98 16. Valors extrems d’una funcio´
Si una funcio´ y = f (x) te´ un extrem local a un punt interior x = c i laderivada f ′(c) existeix, aleshores f ′(c) = 0.
Aqu´ı, punt interior e´s aquell punt del domini de definicio´ de la funcio´ que te´ al seuvoltant tot un interval obert de punts que tambe´ estan en el domini de definicio´. Perexemple, si el domini de definicio´ e´s [a, b], aleshores tots els punts de l’interval obert
(a, b) so´n punts interiors i els punts a i b no ho so´n.Els punts on s’anul.la la derivada s’anomenen punts cr´ıtics de la funcio´. Estemdient, doncs, que els extrems locals interiors so´n punts cr´ıtics, sempre que la funcio´sigui derivable. L’explicacio´ d’aquest resultat e´s clara: els punts on la derivada s’anul.laso´n els punts on la recta tangent a la corba y = f (x) e´s horitzontal i aixo` e´s el quepassa en un ma`xim local i un mı´nim local (si so´n punts interiors i la funcio´ e´s derivable).Comentaris:
• Totes les hipo`tesis so´n necessa`ries: el punt ha de ser interior i la derivada had’existir.
• Un punt cr´ıtic pot no ser un extrem. Per exemple, la funcio´ x3 te´ un punt cr´ıtic a
x = 0, pero` aquesta funcio´ no te´ extrems, ni globals ni locals, quan la considerema tota la recta.
• Observem que l’afirmacio´ anterior no diu res sobre els extrems globals. Els ex-trems locals d’una funcio´ poden tenir intere`s, pero` si el que realment ens interessaso´n els extrems globals, hem de procedir d’aquesta manera:
1. Trobem els punts cr´ıtics de la funcio´.2. Trobem els punts on la funcio´ no te´ derivada.3. Considerem els extrems de l’interval que estem considerant (si escau).4. Aleshores, els extrems globals, si n’hi ha, estaran entre els punts que hemconsiderat a 1, 2 i 3.
• No hem d’oblidar els punts on la funcio´ no e´s derivable. Per exemple, la funcio´
|x | te´ un mı´nim global i local a x = 0, pero` la funcio´ no te´ punts cr´ıtics, perque`la funcio´ no e´s derivable a x = 0 (fa un “angle”).
16.4 Teoremes de valor mig
Suposem que circulem per un tu´nel de 5 km on la velocitat ma`xima permesa e´s de 90km/h. La policia detecta la nostra entrada al tu´nel i, despre´s d’exactament 3 minuts,detecta la nostra sortida. Si rebem una multa per exce´s de velocitat, quin e´s el fonamentteo`ric d’aquesta sancio´?Sigui f (t) la funcio´ que indica quina longitud del tu´nel hem recorregut en el temps
t . Que` sabem d’aquesta funcio´?
• Sabem que f (0) = 0 i f (0.05) = 5 (posem el temps en hores).
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• Com que la longitud del tu´nel e´s de 5 km, la nostra velocitat mitjana ha estat de
vm =
f (0.05)− f (0)
0.05− 0 = 100 km/h.
• La policia no sap res de la funcio´ f (t). Podem haver canviat la velocitat, enspodem haver aturat o, fins i tot, fer marxa enrere. Pero` com a mı´nim s´ı que sapque la funcio´ f (t) e´s cont´ınua (no ens “teletransportem”) i e´s derivable (sempretenim “alguna” velocitat).
A partir d’aqu´ı podem aplicar un resultat que s’anomena teorema del valor mig queafirma que si la nostra velocitat mitjana e´s de 100 km/h, necessa`riament hi ha hagutalgun moment en que la nostra velocitat instanta`nia ha sigut exactament 100 km/h.Dit amb me´s precisio´:
Si f (x) e´s una funcio´ derivable a un interval obert que contingui [a, b],existeix un punt c entre a i b tal que
f ′(c) =
f (b)− f (a)
b − a .
Observem que en el cas en que` f (a) = f (b), aquest resultat ens diu que hi had’haver un punt c entre a i b tal que f ′(c) = 0. Dit en llenguatge ordinari: Si unaquantitat te´ el mateix valor en dos instants diferents, e´s segur que hi ha hagut uninstant de creixement zero. Aixo` es coneix amb el nom de teorema de Rolle.Exemple: Suposem que una poblacio´ de mida N(0) = 100 creix a una velocitat (vari-able) que sempre es mante´ per sota de 3: |N ′(t)| ≤ 3. Que` podem dir de la mida depoblacio´ per t = 10?Pel teorema del valor mig, hi haura` un temps c entre 0 i 10 tal que∣∣∣∣N(10)− N(0)10− 0
∣∣∣∣ = |N ′(c)| ≤ 3
i, per tant, podem afirmar que
70 ≤ N(10) ≤ 130.
17. (De-)creixement i (des-)acceleracio´
17.1 Creixement i decreixement
Si estudiem un fenomen que esta` modelat per una certa funcio´ y = f (x), e´s clar queens interessa saber si y e´s creixent o decreixent, quan x creix. La derivada ens do´nala resposta, perque` la derivada, precisament, mesura la velocitat de creixement de lafuncio´. Per tant,
Si f ′(x) > 0 a un cert interval, la funcio´ f (x) e´s creixent en aquest interval.Si f ′(x) < 0 a un cert interval, la funcio´ f (x) e´s decreixent en aquestinterval.
Els punts en que la funcio´ passa de creixent a decreixent so´n punts cr´ıtics amb
f ′(x) = 0 i so´n ma`xims locals. De manera similar, els punts en que la funcio´ passa dedecreixent a creixent so´n punts cr´ıtics amb f ′(x) = 0 i so´n mı´nims locals.Exemple: En el model de von Bertalanffy longitud d’un peix com a funcio´ del temps vedonada per aquesta funcio´:
L(t) = L∞ − (L∞ − L0) exp(−kt), L∞ > L0 > 0, k > 0.
L(t) e´s la longitud del peix en el temps t i L0 = L(0). D’altra banda, L∞ = limt→∞ L(t)e´s la longitud a llarg termini. Si calculem la derivada d’aquesta funcio´, veiem que
L′(t) = k(L∞ − L0) exp(−kt) > 0
i la funcio´ e´s creixent. A partir d’aquestes observacions, el comportament qualitatiud’aquesta funcio´ esta` clar:
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17.2 Acceleracio´ i desacceleracio´
Si ja sabem que una certa funcio´ y = f (x) e´s creixent (si e´s decreixent, el raonamentseria similar), encara hi ha dues possibilitats:
1. f (x) pot cre´ixer com la para`bola y = x2 o com la funcio´ exponencial y = ex . Enaquests casos, la velocitat de creixement va creixent. Es diu que la funcio´ creixacceleradament (o amb acceleracio´ positiva).
2. f (x) pot cre´ixer com l’arrel quadrada y = √x o com la funcio´ y = log x . Enaquests casos, la velocitat de creixement va decreixent. Es diu que la funcio´ creixdesacceleradament (o amb acceleracio´ negativa).
El que distingeix un cas de l’altre e´s el signe de l’acceleracio´. Pero` l’acceleracio´ve donada per la segona derivada de la funcio´ f ′′(x). Per tant, el signe de la segonaderivada ens distingeix entre creixement accelerat i creixement desaccelerat.Exemple: En el model de creixement dels peixos de l’exemple anterior, la segonaderivada e´s
L′′(t) = −k2(L∞ − L0) exp(−kt) < 0i el creixement e´s desaccelerat: el peix creix me´s de pressa quan e´s jove que quan e´sja gran.De fet, encara que hem partit s’una funcio´ creixent per discutir aquest tema, no calque la funcio´ sigui creixent o decreixent per poder parlar d’acceleracio´ i desacceleracio´.
17.3 Concavitat i convexitat
Encara que en el llenguatge no cient´ıfic es parla d’acceleracio´ i desacceleracio´, elstermes que s’utilitzen en llenguatge matema`tic so´n els de funcio´ convexa i funcio´co`ncava. Malauradament, a l’hora de decidir quin dels dos casos (f ′′(x) > 0 o f ′′(x) <
0) es considera convex i quin es considera co`ncau, hi ha una certa confusio´. Aquestaconfusio´ e´s inevitable perque` “co`ncau” i “convex” fan refere`ncia a objectes so`lids i noa l´ınies. Ningu´ dubta sobre que` e´s una pedra convexa o una concavitat en una paretde roca. Quin sentit te´ dir que la gra`fica d’una funcio´ e´s convexa o co`ncava? Depe`ndes d’on ens la mirem. Per exemple, la funcio´ exponencial, mirada des de l’eix de les
x sembla convexa, pero` mirada des de l’eix de les y sembla co`ncava. En alguns textosque s’utilitzen a l’ensenyament als Estats Units o al Canada` e´s resol aquest problemaparlant de funcions co`ncaves cap amunt i funcions co`ncaves cap avall. Dit aixo`, ha dequedar clar que dir que l’exponencial e´s co`ncava o convexa no pot ser res me´s que unconveni i que no hi ha unanimitat a l’hora de decidir entre una opcio´ i l’altra.En aquest curs, el conveni que utilitzarem e´s que ens mirarem les gra`fiques des debaix i, en particular, la funcio´ EXponencial sera` convEXa. En resum:
Direm que una funcio´ y = f (x) e´s convexa si f ′′(x) > 0 i direm que e´sco`ncava si f ′′(x) < 0.
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Els punts en que` una funcio´ passa de convexa a co`ncava o viceversa so´n punts on
f ′′(x) = 0. Els anomenarem punts d’inflexio´.Exemple: Considerem una funcio´ de creixement de tipus Monod
Y (N) = Ym
N
K + N
, K ,Ym > 0.
Si calculem la primera i la segona derivades d’aquesta funcio´ tenim
dY
dN
= Ym
K
(K + N)2
> 0
d2Y
dN2
= −Ym 2K
(K + N)3
< 0.
Dedu¨ım que Y e´s una funcio´ creixent i co`ncava. D’altra banda,
lim
N→∞
Y (N) = Ym
i aixo` implica que Ym e´s el valor de la funcio´ a llarg termini i tambe´ que la funcio´ nopot superar aquest valor Ym.En resum, podem dir que Y e´s una funcio´ que
• creix sempre, perque` Y ′ > 0,
• creix limitadament, o “te´ un sostre”, perque` Y < Ym (i Ym e´s el valor a llargtermini de Y ).
• creix de manera desaccelerada, perque` Y ′′ < 0.
En un llenguatge me´s matema`tic, dir´ıem que la funcio´ Y e´s creixent, co`ncava i te´una as´ımptota horitzontal a Y = Ym.
17.4 Dininishing returns
La situacio´ de l’exemple anterior apareix sovint (per exemple, a l’economia) i s’acostumaa descriure amb el terme diminishing returns. Aquest terme fa refere`ncia a que, si be´e´s cert que la funcio´ (els returns) so´n me´s grans com me´s gran e´s la variable x (lainversio´), els increments de la funcio´ so´n cada vegada me´s petits (diminishing) quanme´s creix x .Posem un parell d’exemples:
• Una empresa comenc¸a a invertir en publicitat i aixo` fa augmentar les seves vendesmolt ra`pidament. Si va augmentant la seva inversio´ en publicitat, cada vegadaaugmenten me´s les seves vendes. Pero` pot arribar un moment —segur que ar-ribara`— en que` s’entri en una situacio´ de diminishing returns, en la qual elsmateixos augments de la despesa en publicitat produeixen nome´s mı´nims incre-ments de les vendes.
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• Una empresa treu al mercat un producte que e´s molt millor que l’anterior i fa queles seves vendes creixin molt. Inverteix en R&D i treu nous models, cada vegadamillors que generen bones vendes, fins que arriba un punt en que` ja resulta moltdif´ıcil fer millores substancials en el producte, que moguin el consumidor a canviarel model actual per un de nou. Es diu que s’ha entrat en la fase de diminishingreturns. Per exemple, es diu que aixo` e´s el que esta` passant ara (2015) amb elsfabricants de ca`meres fotogra`fiques digitals i amb els de PC’s.
Matema`ticament, la situacio´ de diminishing returns fa refere`ncia a una funcio´ crei-xent co`ncava.
18. Ana`lisi qualitativa d’una funcio´
18.1 Els passos que hem de seguir
El que hem anat estudiant fins ara ens do´na eines per dur a terme, donada una funcio´
y = f (x), una ana`lisi qualitativa de la funcio´ que ens permet entendre el seu com-portament i les seves caracter´ıstiques principals. Aquesta ana`lisi donara` lloc a poderdibuixar aproximadament la gra`fica de la funcio´.Hem d’estudiar aquests conceptes:
1. Domini de definicio´. Hem de saber quin e´s el domini ma`xim on esta` definida lafuncio´ i tambe´ quin e´s el domini on ens interessa estudiar la funcio´. Per exemple,la funcio´ de Monod
Y (N) =
K N
a2 + Nesta` definida per tot N 6= −a2 i, si N representa, per exemple, la mida d’unapoblacio´ o la quantitat d’un cert nutrient, aleshores el domini que ens interessae´s N ≥ 0. Recordem que ja sabem exactament quins so´n els dominis de definicio´de totes les funcions elementals.2. Punts de discontinu¨ıtat. Ja sabem que les funcions elementals so´n cont´ınues atot el seu domini de definicio´. Per tant, el punt anterior ja ens do´na informacio´sobre els possibles punts de discontinu¨ıtat.3. Comportament a llarg termini. Si la funcio´ esta` definida quan la variable tendeixa ±∞, calculant els l´ımits coneixerem el seu comportament a llarg termini. Perexemple, a la funcio´ de Monod anterior tenim
lim
N→∞
K N
a2 + N
= K
i veiem que a llarg termini la funcio´ es va acostant al valor K . Matema`ticament,direm que la gra`fica de la funcio´ te´ una as´ımptota horitzontal Y = K .4. Comportament prop d’un punt de discontinu¨ıtat. Si la funcio´ te´ una discontinu¨ıtata x = a (no esta` definida a x = a), ens interessa saber que` fa la funcio´ quan ensacostem a a. Per saber-ho, calculem els l´ımits laterals
lim
x→a+
f (x), lim
x→a−
f (x).
Aixo` ens permetra` saber si la funcio´ te´ una discontinu¨ıtat de salt al punt x = a,o una as´ımptota vertical. Per exemple,
lim
x→a+
k2
a− x = −∞, limx→a−
k2
a− x =∞i aquesta funcio´ te´ una as´ımptota vertical x = a.
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5. Comportament als extrems de l’interval. Si estem estudiant la funcio´ en uninterval [a, b], ens interessa cone`ixer els valors f (a) i f (b).
6. Punts cr´ıtics. Recordem que so´n els punts on s’anul.la la derivada i poden serextrems de la funcio´.
7. Punts on no hi ha derivabilitat. El ca`lcul de la derivada al punt anterior enspermet detectar si hi ha algun punt on la derivada no existeix. Aixo` pot passar,per exemple, si la funcio´ fa un “angle” o si hi ha una recta tangent vertical. Perexemple, la funcio´ 3√x esta` definida per tot valor de x , pero` no e´s derivable a
x = 0.
8. Creixement i decreixement. Quan coneixem els punts on s’anul.la la derivada,podem determinar quins so´n els punts on la derivada e´s positiva i quins so´n elspunts on la derivada e´s negativa. Aixo` ens do´na informacio´ sobre els intervals onla funcio´ e´s creixent i els intervals on la funcio´ e´s decreixent.
9. Valors extrems. Amb la informacio´ anterior ja podem cone`ixer els extrems localsi globals de la funcio´.
10. Concavitat i convexitat. Sabem que la distincio´ entre aquests dos tipus de com-portament es pot fer utilitzant la segona derivada f ′′(x). Quan aquesta segonaderivada e´s positiva, la funcio´ e´s convexa; quan e´s negativa, la funcio´ e´s co`ncava.
11. Punts d’inflexio´. So´n els punts on la funcio´ passa de convexa a co`ncava, oviceversa. Per tant, en aquests punts la segona derivada val zero. Pero` tambe´ hiha punts on la segona derivada val zero i, en canvi, no hi ha inflexio´. Per exemple,el punt x = 0 per a la funcio´ x4.
12. As´ımptotes. Una as´ımptota e´s una recta a la qual la funcio´ s’acosta a unadista`ncia que tendeix a zero. En els apartats anteriors ja hem detectat les pos-sibles as´ımptotes horitzontals i verticals. Una as´ımptota obliqua per a la funcio´
f (x) sera` una recta y = mx + b amb m 6= 0, tal que
lim
x→∞(f (x)− (mx + b)) = 0 o limx→−∞(f (x)− (mx + b)) = 0.
Per exemple, considerem la funcio´
f (x) =
x2 − 3
x − 2
que te´ una as´ımptota vertical a x = 2. Si volem determinar l’existe`ncia d’as´ımpto-tes obliqu¨es, observem que
lim
x→∞
x2 − 3
x − 2 −mx − b = limx→∞
(1−m)x2 + (2m − b)x + 2b − 3
x − 2
i aquest l´ımit val zero precisament si m = 1 i b = 2. Per tant, la recta y = x + 2e´s una as´ımptota obliqua d’aquesta funcio´. De fet, la gra`fica e´s:
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18.2 Un exemple
Fem un estudi qualitatiu de la funcio´1
f (x) = (2− x)(2 + x)2/5.
En primer lloc, observem que les funcions potencials nome´s estan definides per a valorspositius de la variable i, en aquest cas, aixo` donaria com a domini de definicio´ de lafuncio´ anterior els valors x > −2. Ara be´, podem entendre la funcio´ anterior com
f (x) = (2− x) 5
√
(2 + x)2
i, d’aquesta manera, la funcio´ esta` definida arreu. No hi ha punts de discontinu¨ıtat.El comportament a llarg termini e´s clar, perque`
lim
x→∞ f (x) = −∞, limx→−∞ f (x) =∞.Si calculem la derivada de la funcio´, obtenim
f ′(x) = − 6 + 7x
5(2 + x)3/5
.
Observem dues coses:
1E´s una funcio´ forc¸a artificial, que ha estat triada perque` exemplifiqui tots els conceptes que hem anatestudiant.
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• La derivada no existeix quan x = −2.
• La funcio´ te´ un u´nic punt cr´ıtic a x = −6/7.
Com que la funcio´ nome´s pot passar de creixent a decreixent (o viceversa) en el puntcr´ıtic o en el punt on la derivada no existeix, calculant la funcio´ en tres punts conve-nients arribem a que
• La funcio´ e´s decreixent a (−∞,−2) i a (−6/7,∞)
• La funcio´ e´s creixent a (−2,−6/7).
• La funcio´ te´ un ma`xim local a x = −6/7.
Com que els valors a llarg termini de la funcio´ so´n −∞ i ∞, la funcio´ no pot tenirextrems globals. Els u´nics extrems locals so´n x = −6/7 (ma`xim local) i x = −2 (mı´nimlocal).Per entendre millor que` passa al punt x = −2 on la funcio´ no e´s derivable, estudiemcom e´s la derivada quan ens acostem a aquest punt:
lim
x→−2−
f ′(x) = −∞, lim
x→−2+
f ′(x) =∞.
Aixo` ens diu que la funcio´ “cau” vertical al punt x = −2 i “s’aixeca” vertical. En aquestpunt tenim, doncs, una mena de “cu´spide” invertida.Estudiem ara la concavitat i la convexitat de la funcio´, amb la derivada segona.
f ′′(x) =
52 + 14x
25(2 + x)8/5
.
Observem que l’u´nic punt on s’anul.la aquesta derivada segona e´s el punt x = −26/7.Dedu¨ım que la funcio´ e´s
• convexa a (−∞,−26/7),
• co`ncava a (−26/7,∞) excepte al punt x = −2.
Per tant, te´ un punt d’inflexio´ a x = −26/7.La darrera comprovacio´ que fem e´s que la funcio´ no te´ as´ımptotes obliqu¨es. Su-posem que y = mx + b fos una as´ımptota obliqua. Aleshores tindr´ıem (aplicant, perexemple, l’Hoˆpital)
0 = lim
x→±∞(2− x)(2+ x)
2/5−mx − b = lim
x→±∞(2+ x)
(
2− x
(2 + x)3/5
−m
)
+2m− b = ±∞.
Amb tota aquesta informacio´ ja coneixem prou be´ el comportament qualitatiu de lafuncio´:
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18.3 Fem-ho amb sage
El dibuix de la funcio´ que hem estudiat en aquest cap´ıtol s’ha fet amb aquesta instruc-cio´:
sage: plot((2-x)*((2+x)^2)^(1/5),(x,-6,6),thickness=2,
....: aspect_ratio=1,ymax=8,ymin=-8)Els recursos que sage posa al nostre abast so´n molt u´tils, pero` no ens eximeixen decone`ixer els instruments teo`rics que ens permeten entendre el comportament qualitatiude les funcions i que hem estudiat en aquest cap´ıtol.
19. Optimitzacio´
Quan modelem un cert fenomen per una funcio´ Y = Y (N) ens pot interessar trobarvalors de la variable N que maximitzin o minimitzin el valor de la funcio´ Y . Ma-tema`ticament, es tracta de trobar els ma`xims i mı´nims de la funcio´, si existeixen. Se’ndiu optimitzacio´.
19.1 Exemple 1. Rendiment d’un conreu
Imaginem que volem modelitzar el rendiment Y d’una explotacio´ en funcio´ de la pre-se`ncia d’un cert recurs N . En un exemple anterior, modelitza`vem el rendiment d’uncamp de blat de moro en funcio´ de la quantitat de nitrogen al so`l amb una funcio´ detipus Monod N/(k +N) i va`rem estudiar quin era el comportament de Y (N). En moltscasos, aquesta funcio´ de Monod no e´s un bon model perque` e´s una funcio´ que sempree´s creixent, mentre que sovint ens trobem que un exce´s del recurs N pot produir unadisminucio´ en el rendiment. Una funcio´ me´s apropiada podria ser una funcio´ de Hollingde tipus IV
Y (N) =
N
k2 + N2
, N ≥ 0.
Observem que aquesta funcio´ compleix
1. E´s cont´ınua i e´s sempre positiva.
2. Y (0) = 0.
3. Quan la quantitat N e´s molt gran,
Y∞ = lim
N→∞
N
k2 + N2
= 0
Aixo` ens diu que hi ha d’haver un cert valor de N que doni un rendiment ma`xim
Ymax. Quin e´s aquest valor? Si derivem la funcio´, tenim
Y ′(N) =
k2 − N2
k2 + N2
i veiem que N = k e´s un punt cr´ıtic. Com que hi ha d’haver necessa`riament un ma`xim,sera` aquest i el rendiment ma`xim e´s Ymax = 1/2k . No cal analitzar la segona derivadaperque` ja veiem que realment la funcio´ e´s creixent per N < k i decreixent per N > k .
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19.2 Exemple 2. Tractament biolo`gic de les plagues
En algunes explotacions vitivin´ıcoles, per tal d’evitar l’u´s de pesticides, es col.loquena les vinyes unes trampes de feromones sexuals que atrauen els insectes perjudicials.Interessa estudiar si hi ha alguna densitat de trampes que e´s o`ptima. En un estudipublicat a la revista Crop Protection el 2004, fet en unes extenses vinyes de Sud-a`frica, es va trobar una relacio´ entre la densitat d (en ha−1) de trampes i el nombrede captures per trampa n. Aquesta relacio´ ve donada per aquesta funcio´
n(d) = 153.3 exp(−5.7/d).
Aquesta funcio´ e´s sempre creixent perque` la seva derivada e´s
n′(d) =
153.3× 5.7
d2
exp(−5.7/d).
Per tant, no te´ sentit preguntar-se pel ma`xim de la funcio´: com me´s trampes posem, me´scaptures hi haura`. En circumsta`ncies com aquesta, quan volem fer una optimitzacio´ delsrecursos, pot ser interessant preguntar-se pel punt d’inflexio´ de la funcio´, e´s a dir, peraquell punt en que entrem en una etapa de desacceleracio´, una etapa de diminishingreturns.Considerem la funcio´ general f (x) = k exp(−r/x) i calculem el seu punt d’inflexio´.La segona derivada e´s
f ′′(x) = kr exp(−r/x)
(
r
x4
− 2
x3
)
i el punt d’inflexio´ es troba a x = r/2.
19.3 Exemple 3. Pesca sostenible
A la pa`gina 95 hem comentat que els tractats internacionals defineixen la pesca sos-tenible com aquella en que la poblacio´ de peixos es mante´ en la seva mida de ma`ximcreixement d’un model log´ıstic. Mirem d’interpretar que` vol dir aixo`. En el modellog´ıstic, la poblacio´ N = N(t) segueix un creixement tal que
N ′ = rN
(
1− N
K
)
.
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Aleshores, la poblacio´ a que` fan refere`ncia els tractats internacionals e´s el valor de Nque fa que N ′ sigui ma`xim. Per calcular aquest ma`xim de N ′ hem de calcular la sevaderivada, e´s a dir, N ′′:
N ′′ = rN ′
(
1− 2N
K
)
= r2N
(
1− N
K
)(
1− 2N
K
)
.
Per tant, els punts on aquesta segona derivada s’anul.la so´n N = 0, K , K/2. En elsdos primers, la velocitat de creixement e´s zero. Per tant, la velocitat ma`xima es donara`precisament quan N = K/2.Aquest ma`xim de la velocitat N ′ coincideix amb un punt d’inflexio´ de la poblacio´ N .L’aspecte que te´ la funcio´ N e´s aquest (vegeu la seccio´ 12.4):
19.4 Exemple 4. Dista`ncia a una corba
Suposem que volem determinar quin e´s el punt de la corba
y =
1 + x
x
que e´s me´s proper a l’origen de coordenades. Observem que la corba e´s realment unahipe`rbola perque` la funcio´ es pot escriure aix´ı:
y =
1
x
+ 1.
Geome`tricament entenem que hi ha d’haver un punt d’aquesta hipe`rbola que estigui adista`ncia mı´nima de l’origen.
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Aqu´ı la funcio´ que volem minimitzar e´s la dista`ncia a l’origen d =√x2 + y2 referidaals punts de la hipe`rbola. Podem simplificar els ca`lculs si pensem que els punts extremsde la funcio´ d seran tambe´ els punts extrems de la funcio´ d2 i aquesta funcio´ e´s me´ssenzilla:
f (x) = d2 = x2 + y2 = x2 +
(
1 + x
x
)2
=
x4 + x2 + 2x + 1
x2
.
Si ara derivem aquesta funcio´ per trobar els seus punts cr´ıtics, tenim
f ′(x) =
2x5 − 2x2 − 2x
x4i, per trobar els extrems hem de trobar les solucions de x4 − x − 1 = 0. Com que e´suna equacio´ polino`mica de quart grau, sage pot trobar les solucions exactes amb lacomanda
sage: solve(x^4-x-1==0,x)pero` el resultat que obtenim e´s massa complicat i e´s millor que l’expressem en formade nombres inexactes. Ho podem fer amb aquesta instruccio´:
sage: [s.rhs().N() for s in solve([x^4-x-1==0],x)]
[-0.248126062802622 - 1.03398206097597*I,
-0.248126062802622 + 1.03398206097597*I,
-0.724491959000516,
1.22074408460576]Obtenim dues solucions complexes i les solucions reals a ≈ −0.7245 i b ≈ 1.2207. Unamanera me´s senzilla de fer-ho e´s aquesta altra:
sage: (x^4-x-1).roots(ring=RR)
[(-0.724491959000516, 1), (1.22074408460576, 1)]La dista`ncia de l’origen al punt de la hipe`rbola d’abscissa a e´s aproximadament 0.82 ila dista`ncia de l’origen al punt de la hipe`rbola d’abscissa b e´s aproximadament 2.19.Per tant, el punt que busca`vem e´s, aproximadament, el punt (−0.72,−0.38).
Exercicis
A. Exercicis teo`rics
II.A.1. Calculeu la funcio´ derivada de les funcions segu¨ents:(a) f (x) = 6x7 − 2x4 + 2x + 1 (b) f (x) = (x5 + 5x − 8)40
(c) f (x) = (x2 − 3x + 2) e3x (d) f (x) = x3 − x + 1
x2 − x + 5(e) f (x) = 2(x2) − log3 x (f ) f (x) = √3x2 − 7x − 2
(g) f (x) = 3√ x − 2
x2 + 1
(h) f (x) = ex log x
(i) f (x) = ex
arcsin x
(j) f (x) = arcsin x + arccos x
(k) f (x) = √arccos x (l) f (x) = log sin x
(m) f (x) = log arctan x (n) f (x) = e−x log(x + 1)
(o) f (x) = (arctan x)2 + x0.172 (p) f (x) = pi√x3 arccos x2 + 1
II.A.2. Calculeu la funcio´ derivada de les funcions segu¨ents:
(a) R(N) = (K + 2N) exp(−rN2) (b) S(T ) = sin(2pi
L
T 2
)
(c) K (P) = PαLβ (d) v(T ) =√V T 2 − µ sin(T ) + µV
(e) H(u) = Su log(u + 1)
K + S2
(f ) L(t) = her−t − K
K + 1II.A.3. (a) Comproveu que y(t) = et − t e´s solucio´ de l’equacio´ diferencial y ′ + y2 =
e2t + (1− 2t)et + t2 − 1.(b) Comproveu que y(x) = (1+ cex)/(1− cex) e´s solucio´ de l’equacio´ diferencial
2y ′ − y2 + 1 = 0.(c) Per a quins valors de r la funcio´ y(x) = erx e´s solucio´ de l’equacio´ diferencial
y ′′ + y ′ − 2y = 0?
II.A.4. Calculeu dydx en cadascun d’aquests casos:(a) x2 + y2 = 4 (b) y = x2 + yx
(c) xy − y3 = 1 (d) x
xy + 1
= 2xy
II.A.5. Calculeu l’aproximacio´ lineal i l’aproximacio´ quadra`tica de f al punt a en cadas-cun d’aquests casos:
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(a) f (x) = 1
1− 2x , a = 0 (b) f (x) = ex , a = 0(c) f (x) = (1 + x)−n, a = 0 (d) f (x) = tan(x), a = pi/4II.A.6. Donada la corba d’equacio´ f (x) = arccos x i la recta y = −x + b, trobeu el valorde b perque` la recta sigui tangent a la corba. Determineu tambe´ el punt detange`ncia.II.A.7. Suposem que mesurem x amb una precisio´ del 2%. En cada cas, doneu unaestimacio´ per a la precisio´ de y .(a) y = 4x3, x = 1.5 (b) y = log x , x = 20
(c) y = 1
1 + x
, x = 4 (d) y = 43pix3 (volum d’una esfera).II.A.8. Representeu gra`ficament les funcions segu¨ents i estudieu-ne els extrems abso-luts a l’interval [0, 2]:
(a) f (x) = 2x
4x − 3 (b) f (x) = x2 + 11− x2 (c) f (x) = x2 − 2xx2 − 4
(d) f (x) =√ x
x − 2 (e) f (x) = x2√x2 + 2 (f ) f (x) = log(x + 1)x + 1II.A.9. Trobeu els intervals de creixement i decreixement i de concavitat i convexitat deles funcions:(a) f (x) = 3x2 − 2x + 1 (b) f (x) = x3 − 12x + 1
(c) f (x) = x2/3(1− x) (d) f (x) = (x + 1) ex
(e) f (x) = ex/x (f ) f (x) = log(x2 − 1)II.A.10. Trobeu les coordenades del punt d’inflexio´ de la corba log´ıstica
y =
K
1 + k exp(−rx) .Calculeu l’aproximacio´ lineal en aquest punt.II.A.11. Trobeu una funcio´ de Holling de tipus IV que tingui un ma`xim per x = 1, queaquest ma`xim valgui 2 i tal que la seva aproximacio´ lineal a x = 0 sigui y = 2x .II.A.12. Sigui y(t) una solucio´ de l’equacio´ diferencial y ′ = 3y2−2y . Determineu el valorde y en el moment en que` esta` creixent el me´s ra`pidament possible.
B. Exercicis d’aplicacio´
II.B.1. S’han estudiat els arbres d’una determinada espe`cie, en un determinat ha`bitat,i s’ha trobat una relacio´ emp´ırica entre la seva edat en anys i la seva alc¸ada enmetres:
h = 23 exp
(
−20
t
)
.
Determineu a partir de quina edat es desaccelera el creixement d’aquests arbres.
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II.B.2. Els principis de la pesca sostenible adoptats per les organitzacions internaci-onals es basen en mantenir l’estoc de peixos en el seu punt de velocitat decreixement ma`xima. Si una poblacio´ de peixos segueix un patro´ de creixementde tipus log´ıstic
N(t) =
100
1 + 9e−t(en unes determinades unitats), determineu la mida de la poblacio´ en el momenten que` la velocitat de creixement e´s ma`xima. Determineu la taxa de creixementen aquest moment.II.B.3. Al llarg del dia, les plantes d’una explotacio´ agr´ıcola perden aigua per evaporacio´a una velocitat proporcional a (√t −√s)√p − t (t en hores, s ≤ t ≤ p) on s e´sl’hora de la sortida del sol i p e´s l’hora de la posta. Els aportem aigua a unavelocitat constant k . Determineu en quin moment la velocitat de pe`rdua netad’aigua e´s ma`xima si el sol surt a les 4:30 i es pon a les 19.II.B.4. Satterlund-Haupt (1967) van estudiar la quantitat de neu que en una nevadaqueda interceptada per diverses espe`cies de con´ıferes i van modelar aquestaquantitat per una funcio´ log´ıstica
I =
S
1 + exp(−k(P − P0))on P e´s la quantitat de neu caiguda (en mm d’aigua) i I e´s la quantitat de neuinterceptada pels arbres (en mm d’aigua). Per a una espe`cie concreta (Douglasfir ) els coeficients que van trobar van ser S = 2.81 mm, P0 = 4.88 mm, k = 0.98mm−1. Determineu quin percentatge de neu s’intercepta en una nevada que estrobi en el punt d’inflexio´ d’aquesta corba log´ıstica.II.B.5. La funcio´ log´ıstica tambe´ s’ha utilitzat a cie`ncies socials. En un article del 2005a la revista Technological Forecasting & Social Change s’estudia el nombre(acumulat) d’atacs d’un cert grup terrorista entre els anys 1975 i 2005 i s’afirmaque aquesta gra`fica s’aproxima a una corba log´ıstica
N(t) =
64.87
1 + exp(−at) + 2.03on t e´s el temps des de l’inici del per´ıode d’estudi. Calculeu quin sera`, segonsaquest model, el nombre total d’atacs terroristes a llarg termini. Determineutambe´ el nombre d’atacs en el moment en que` la funcio´ creix el me´s ra`pidamentpossible.II.B.6. En un article del 2013 a la revista Cibergeo s’estudia el nombre de botiguesen uns barris de Porto Alegre (Brasil) entre els anys 1983 i 2007 i s’afirma quesegueixen una corba log´ıstica
N(t) =
4714
1 + 40.6 exp(−0.2357 t)on t e´s el temps des de l’inici del per´ıode d’estudi. Calculeu quin sera`, segonsaquest model, el nombre total de botigues a llarg termini. Determineu el nombrede botigues en el moment en que` la funcio´ creix el me´s ra`pidament possible.Calculeu la taxa de creixement ma`xima.
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II.B.7. En un estudi epidemiolo`gic s’ha vist que la velocitat amb que` creix el nombred’infectats N e´s positiva i e´s proporcional a N0.82, aproximadament. Decidiusi, segons aquest model, la taxa de creixement augmenta o disminueix amb eltemps i si ho fa acceleradament o desacceleradament.
II.B.8. S’ha estudiat una colo`nia d’aus en una illa a`rtica i s’ha vist que la velocitat decreixement de la colo`nia e´s positiva i e´s proporcional a N1.215, aproximadament,on N e´s la mida de la colo`nia. Decidiu si, segons aquest model, la taxa decreixement augmenta o disminueix amb el temps i si ho fa acceleradament odesacceleradament.
II.B.9. El coeficient de pote`ncia Cp d’un generador eo`lic e´s el quocient entre la pote`nciaque obte´ i la pote`ncia del vent: Cp = P/Pw . La pote`ncia del vent e´s Pw =
1
2ρSV
3, on ρ e´s la densitat de l’aire, S la superf´ıcie del disc que recorren elsrotors i V e´s la velocitat del vent. La pote`ncia que obte´ l’aerogenerador e´s
P = 14ρS(V + Vs)
2(V −Vs) on Vs e´s la velocitat del vent despre´s de passar perla turbina. Expresseu Cp com a funcio´ del quocient x = Vs/V . Trobeu el ma`ximde la funcio´ Cp(x). Aquest ma`xim es coneix com a llei de Betz i posa un l´ımitsuperior a l’eficie`ncia de qualsevol generador eo`lic.
II.B.10. El TSR (tip speed ratio) d’un generador eo`lic e´s el quocient entre la velocitat deles puntes de les aspes i la velocitat del vent. Per a cada model de generador hiha una relacio´ entre el coeficient de pote`ncia del generador i el TSR, Cp = Cp(λ)on λ e´s el TSR. Hi ha, doncs, un TRS o`ptim que e´s el que do´na el coeficient depote`ncia ma`xim per a aquell model concret. La inclinacio´ de les aspes permetcontrolar el TSR per tal que el generador treballi sempre amb rendiment ma`xim.Per a un generador senzill de tipus Perry, un cert model teo`ric ens do´na
Cp =
1.6λ
1 + 1.9λ
(
1− λ
3
)
.
Determineu quin e´s el TSR o`ptim segons aquest model i quin e´s el coeficient depote`ncia ma`xim que pot assolir el generador.
II.B.11. Fem un model sobre l’adicio´ d’adob a un camp de cereals. Sigui x la quantitatd’adob (kg/ha), pg el preu del gra de cereal (e/kg), pn el preu de l’adob (e/kg) i
e0 el cost (e) d’aplicar adob. Suposem que el rendiment extra gra`cies a l’adobsegueix una llei de Monod del tipus αx/(1 + βx). Trobeu una fo´rmula per ala quantitat o`ptima d’adob. Suposem que pg = 0.126, pn = 1.1, e0 = 18 ique 50 kg/ha d’adob donen un increment de produccio´ de 400 kg/ha, mentreque l’increment ma`xim que ens pot donar l’adob e´s de 500 kg/ha. En aquestescircumsta`ncies, quina decisio´ hem de prendre? (Basat en un full informatiu del2009 del Pla per a la fertilitzacio´ agra`ria a les comarques gironines.)
II.B.12. El consum de formatge l’any 2000 als Estats Units era de 13.6 kg per persona iany i creixia a un ritme de 115 gr per persona i any. L’any 2000, la poblacio´ delsEstats Units era de 282 milions de persones i creixia a un ritme de 3 milions depersones per any. Sigui N(t) el consum total de formatge als Estats Units (enkg per any). Calculeu a quina velocitat estava creixent N l’any 2000 (en kg perany2).
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II.B.13. Una illa de la zona a`rtica del Canada`, esta` coberta per una capa de gel de14.400 km2, amb un gruix mitja` de 426 m. La superf´ıcie de gel s’esta` reduint auna velocitat de 8.45 km2 per any. Tambe´ s’esta` aprimant: el gruix de la capade gel es redueix en 0.5 m per any. Calculeu la velocitat de pe`rdua de massade gel (en km3/any).
II.B.14. Els tres principals fabricants de discos durs van vendre (l’any 2014) 552 milionsd’unitats, amb una velocitat de creixement de les vendes de 26 milions d’unitatsper any2. La capacitat mitjana dels discos que es van vendre va ser de 750 GBi aquesta capacitat estava creixent a un ritme de 12 GB per any2. Determineula velocitat a que creixia el nombre de GB venuts pels tres fabricants.
II.B.15. Considereu el model de creixement de von Bertalanffy (1934). En aquests model,la mida L d’un individu d’edat t ve donada per
L(t) = L1 − (L1 − L0) exp(−kt)
on L0, L1 i k so´n constants positives. Demostreu que, en aquest model, lavelocitat de creixement d’un individu e´s proporcional a la difere`ncia L1 − L.II.B.16. Imaginem un cultiu en que` la biomassa produ¨ıda e´s funcio´ del contingut denitrogen del so`l, segons una funcio´ desconeguda. Experimentalment, hem vistque una proporcio´ de nitrogen de 1 gram per kg de so`l do´na una produccio´ de 2.7(en unes certes unitats), i que amb aquesta proporcio´ de nitrogen, la velocitat devariacio´ de la biomassa produ¨ıda e´s de 1.05 unitats per gram. Feu una estimacio´lineal de la produccio´ de biomassa amb un contingut de nitrogen al so`l de 1.1g/kg.
II.B.17. La FAO ha adoptat com a model esta`ndard per calcular l’evapotranspiracio´ derefere`ncia en els conreus l’equacio´ de Penman-Monteith
E T0 =
0.408∆(Rn − G ) + γ 900T+273u2(es − ea)
∆ + γ(1 + 0.34u2)
.
u2 e´s la velocitat del vent a 2 metres sobre el so`l. Per cone`ixer el significatde les altres variables, llegiu el document Crop evapotranspiration – Guidelinesfor computing crop water requirements – FAO Irrigation and drainage paper 56.Considereu E T0 com a funcio´ del vent u2 i preneu aquests valors
Rn = 13.28, G = 0, ∆ = 0.122, γ = 0.0666, T = 16.9, es = 1.997, ea = 1.409
Escriviu una aproximacio´ lineal de E T0 per a valors de u2 propers a zero.II.B.18. ∆ a l’equacio´ de Penman-Monteith e´s el pendent de la corba de pressio´ de vaporde saturacio´, una variable molt utilitzada a f´ısica de l’aire. La pressio´ de vaporde saturacio´ depe`n de la temperatura segons la fo´rmula
e0(T ) = 0.611 exp
(
17.27T
T + 237.3
)
.
Doneu una fo´rmula per a ∆(T ). Calculeu e0(15± 1).
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II.B.19. Per calcular les emissions de CO2 (en kg/kWh) d’un combustible hem d’utilitzarla fo´rmula q = 3.7C/h on C e´s el contingut de carboni al combustible i h e´sl’energia (en kWh/kg) d’aquest combustible. Per un determinat gas natural amb
C = 0.75 hem mesurat h = 12± 1.5. Determineu el valor de q.II.B.20. Hi ha una llei al.lome`trica que afirma que la velocitat de vol dels insectes, ocells,avions, etc. e´s proporcional a l’arrel sisena de la massa de l’objecte volador.Decidiu si el creixement de la velocitat de vol quan creix la massa e´s accelerato desaccelerat.II.B.21. Hi ha una llei al.lome`trica que afirma que el ritme card´ıac dels animals e´s inver-sament proporcional a l’arrel quarta de la seva massa. Decidiu si la disminucio´del ritme card´ıac quan creix la massa e´s accelerada o desaccelerada.II.B.22. En economia, l’ingre´s marginal I M es defineix com l’ingre´s total que es produiriaper la venda d’una unitat addicional d’un producte. Observeu que aixo` es potentendre com la derivada de l’ingre´s total respecte de la quantitat produ¨ıda Q .Demostreu que, si P e´s el preu,
I M = P + Q
dP
dQ
.
Suposeu que la corba de demanda d’un producte e´s tal que P = k/Q . Calculeul’ingre´s marginal.II.B.23. En l’estudi del control biolo`gic de plagues s’ha considerat la funcio´
g(N) =
NF
1 + (N/a)bon N e´s la mida de la poblacio´, F e´s la fecunditat i g(N) e´s la mida de lapoblacio´ en la generacio´ successiva. a i b so´n constants positives, de manera que
b = 0 indica que la poblacio´ creix exponencialment mentre que valors de b > 0indiquen una depende`ncia major de la densitat que frena el creixement. (Vegeuel cap´ıtol 2 del Handbook of Biological Control.) Estudieu el comportament de
g(N)/N (creixement/decreixement i comportament a llarg termini).II.B.24. Suposem que hem modelat la velocitat de creixement dels individus d’una espe`cieper una equacio´ diferencial
dW
dt
= aW bon a i b so´n constants positives. Estudieu el comportament de la taxa de crei-xement.II.B.25. En les espe`cies que es reprodueixen una u´nica vegada a la vida, la taxa decreixement de la poblacio´ r pot ser funcio´ del moment de la reproduccio´ t . Unmodel apropiat do´na
r(t) =
log(p(t)m(t))
ton p(t) e´s la probabilitat de sobreviure fins l’edat t i m(t) e´s el nombre decries fe`rtils que es generen a l’edat t . Si fem les hipo`tesis que p(t) = e−at i
m(t) = btc , determineu l’edat de reproduccio´ o`ptima.
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II.B.26. El model de Ricker (1954) e´s un dels que` s’utilitzen per modelar la quantitat depeixos en una explotacio´ pesquera. Segons aquest model, el nombre de cries Rd’un estoc P ve donat per
R(P) = αP exp(−βP),
on α i β so´n constants positives. Determineu el valor ma`xim de R . Trobeu elspunts d’inflexio´ de R , si n’hi ha, i estudieu la convexitat de la funcio´.
II.B.27. Hi ha una eruga que ataca els avets del Canada` i e´s atacada per una certaespe`cie d’ocells. En un estudi sobre aquest fenomen, s’ha modelat la velocitatde depredacio´ de les erugues per part dels ocells per aquesta funcio´
f (N) =
a2N
k2 + N2
,
on N e´s la densitat d’erugues i a i k so´n constants. Estudieu el creixement odecreixement de la velocitat de depredacio´. Determineu quina e´s la densitatd’erugues quan la velocitat de depredacio´ e´s ma`xima.
II.B.28. Considerem diverses espe`cies presents en un ha`bitat. Suposem que totes estanen una situacio´ d’equilibri, menys una d’elles que sofreix un decreixement expo-nencial. Sigui p = p(t) la proporcio´ d’individus d’aquesta espe`cie en extincio´.Quina evolucio´ te´ p?

Part III:
La integral
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20. Multiplicar per una quantitat variable
20.1 Un exemple
Imaginem que tenim una granja de vacum que produeix, diguem, mil litres de llet cadadia, i venem aquesta llet a 0.31e el litre. Aixo` ens do´na uns ingressos bruts de 310eal dia. Quins ingressos tindrem en 30 dies? La resposta s’obte´ amb una multiplicacio´:
G = D × t = 1000× 0.31× 30 = 9300e.Gra`ficament, aquest resultat s’obtindria calculant la superf´ıcie d’un rectangle de base
t (els 30 dies) i alc¸ada D (els ingressos diaris).
Imaginem ara que el primer factor del producte anterior varia constantment. Perexemple, varia la produccio´ dia`ria o varia el preu. En aquest cas, el guany no el podemcalcular per una simple multiplicacio´ G = D× t perque` el primer factor del producte e´suna quantitat variable, una funcio´ D = D(t). De tota manera, la representacio´ gra`ficasegueix tenint sentit i el guany e´s tambe´ la superf´ıcie per sota de la corba de preus:
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Observem, doncs, que
La superf´ıcie entre l’eix x i una corba y = y(x) generalitza el conceptede multiplicacio´ y × x quan un dels factors e´s una variable que depe`n del’altre factor.
20.2 Superf´ıcie limitada per la gra`fica d’una funcio´
Aquest concepte que hem il.lustrat en un exemple de l’economia apareix a molts altrescamps.
• El treball. Recordem que la nocio´ f´ısica de treball produ¨ıt per una forc¸a esdefineix com el producte de la forc¸a per la dista`ncia que recorre.
T = F × d .
Si la forc¸a varia al llarg de la dista`ncia, el concepte de treball segueix existint,pero` no es pot calcular com un simple producte, sino´ que cal pensar-lo com lasuperf´ıcie determinada per la funcio´ F (d), igual que en l’exemple de la llet.
• La mitjana. Tots sabem calcular la mitjana d’uns quants nombres. Pero`, si tenimuna variable cont´ınua, quin e´s el seu valor mitja`? Per exemple, la produccio´mundial de coure ha crescut exponencialment des dels 2 milions de tones del’any 1940 fins els 10 milions de tones l’any 1990. Quina ha estat la produccio´mitjana d’aquests anys? Com podem donar sentit a aquest concepte de produccio´mitjana?Novament, el concepte de superf´ıcie resol aquest problema: N’hi ha prou ambdividir la produccio´ total de tots aquests anys pel nombre d’anys. I la produccio´total e´s la superf´ıcie sota la corba exponencial y = P(t) que ens do´na la produccio´en funcio´ del temps.
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Lo`gicament, la produccio´ mitjana sera` un valor Pm tal que la superf´ıcie del rec-tangle per sota d’aquest valor sigui la mateixa que la superf´ıcie sota la corba
y = P(t).
• L’´ındex de Gini. E´s una mesura de la desigualtat en la distribucio´ de la riquesa enuna societat. Aquest ı´ndex varia de 0 (ma`xima igualtat) a 1 (ma`xima desigualtat).Per exemple, l’´ındex de Gini d’Espanya valia 35.9 el 2012, mentre que el d’Ecuadorera de 46.6 i el Noruega era de 25.9. Com es determina aquest ı´ndex?Imaginem el percentatge de poblacio´ distribu¨ıt al llarg de l’eix x , entre el 0%i el 100%, ordenat de manera que la poblacio´ me´s pobra e´s a l’esquerra. Al’eix y hi representem la riquesa de la societat, tambe´ en percentatge, de 0% a100%. Aleshores, la corba de Lorenz y = y(x) e´s la corba que ens indica quinpercentatge y de la riquesa te´ el x% de la poblacio´ me´s pobra. Evidentment, si lariquesa estigue´s distribu¨ıda igualita`riament entre la poblacio´, la corba de Lorenzseria una recta —la diagonal del quadrat— i, com me´s s’aparti la corba de Lorenzde la diagonal, me´s desigualment repartida estara` la riquesa. Una manera simplede mesurar aquesta desigualtat e´s considerar la superf´ıcie entre la diagonal i lacorba de Lorenz. L’´ındex de Gini es defineix com el doble d’aquesta superf´ıcie.1
• Produccio´ d’una placa solar. Imaginem una placa solar fixa que produeix elec-tricitat a partir de la radiacio´ solar que rep. Suposem que volem calcular la sevacapacitat ma`xima de produccio´ d’energia en un dia determinat. L’astronomia ensdonara` la posicio´ del Sol a cada moment del dia i, a partir d’aquestes dades i del’orientacio´ de la placa solar, podrem calcular la radiacio´ R(t) que rebra` la placa,en condicions meteorolo`giques o`ptimes. Per determinar la radiacio´ total al finaldel dia haurem de “multiplicar” la radiacio´ pel temps. Com que la radiacio´ e´svariable, el que haurem de fer e´s calcular la superf´ıcie delimitada per la corba
y = R(t) quan t varia entre el moment de la sortida del Sol i el moment de laposta.2
1El doble perque` aix´ı va de 0 a 1.2Si visiteu la pa`gina www.pveducation.org/pvcdrom/properties-of-sunlight/calculation-of-
solar-insolation hi trobareu eines per fer aquests ca`lculs.
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Calculador solar a www.pveducation.org
• Recordem la funcio´ de demanda de l’economia q = D(p) que ens do´na la quan-titat que el mercat esta` disposat a comprar d’un producte o servei al preu p.Considerem la funcio´ inversa p = D−1(q) i suposem que el mercat compre´s aaquest preu entre q = q0 i q = q1. Expliquem-ho millor. Venem a un preu (alt) p0i tenim una demanda (baixa) q0. Abaixem una mica el preu i tenim una demandalleugerament superior. Prosseguim abaixant el preu de manera cont´ınua fins quearribem a un preu (baix) p1 que do´na lloc a una demanda (alta) q1. Quants dinershem recollit en tot el proce´s? Exactament la superf´ıcie limitada per la corba
p = D−1(q) entre q0 i q1 juntament amb la superf´ıcie d’un rectangle adjacent comes veu a la figura.
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Considerem ara el punt on es tallen la corba d’oferta (creixent, color vermell) ila corba de demanda (decreixent, color blau). E´s el punt d’equilibri (qe , pe) en elqual l’oferta coincideix amb la demanda. Fixem-nos ara en les superf´ıcies groga itaronja del dibuix i pensem en quin significat tenen. La superf´ıcie C S representael consumer surplus i e´s els diners que s’estalvien els consumidors quan el preues situa a pe . D’altra banda, la superf´ıcie PS representa el producer surplus queso´n els diners extres que reben els productors quan el preu es situa a pe .
20.3 La integral
El concepte matema`tic que hi ha al darrere de tots els exemples que hem considerata l’apartat anterior e´s el concepte d’integral d’una funcio´:
La integral d’una funcio´ y(x) entre dos valors x = a i x = b e´s l’a`realimitada per la gra`fica de la funcio´ i l’eix de les x , entre aquests dosvalors. La notacio´ que s’usa e´s
∫ b
a
y(x) dx .
Els valors a i b s’anomenen l´ımits d’integracio´.
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Observacions:
• La part de la superf´ıcie que es troba per sota de l’eix x es considera, a efectesde la integral, negativa. Per exemple,∫ pi
0
cos x dx = 0
perque` la part de la superf´ıcie entre 0 i pi/2 es cancel.la exactament amb la partde la superf´ıcie entre pi/2 i pi.• La notacio´ inclou dx , que es llegeix diferencial de x . Aquesta notacio´ e´s u´til perrecordar-nos quina e´s la variable independent que considerem. Evidentment, sila variable fos, per exemple, t , escriur´ıem dt .• Les a`rees que ja coneixem ens donen valors de certes integrals, i viceversa, sisom capac¸os de calcular una integral, tindrem l’a`rea d’una figura. Per exemple,∫ r
−r
√
r2 − x2 dx = pi
2
r2
perque` la integral de l’esquerra representa l’a`rea d’un semicercle de radi r . D’al-tra banda, si k e´s una constant,∫ b
a
k dx = k(b − a)
perque` la integral de l’esquerra representa l’a`rea d’un rectangle de base b − a ialc¸ada k .• Segons el que hem dit abans, la mitjana d’una funcio´ l’hem de calcular amb unaintegral, d’aquesta manera:
fm =
1
b − a
∫ b
a
f (x) dx .
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• Com a conveni, si a > b, posarem∫ b
a
y(x) dx = −
∫ a
b
y(x) dx .
• Les propietats elementals de l’a`rea es traslladen a propietats ba`siques de laintegral:
1. Si k e´s una constant, ∫ ba kf (x) dx = k ∫ ba f (x) dx .2. ∫ ba f (x) dx + ∫ cb f (x) dx = ∫ ca f (x) dx .3. ∫ ba (f (x) + g(x)) dx = ∫ ba f (x) dx + ∫ ba g(x) dx .4. Si f (x) ≤ g(x), aleshores ∫ ba f (x) dx ≤ ∫ ba g(x) dx .• La integral d’una funcio´ ∫ ba f (x) dx e´s el valor de l’a`rea entre la seva gra`fica i l’eixd’abscisses. Pero`, des d’un punt de vista matema`tic, caldria donar una definicio´me´s precisa de que` e´s, exactament, l’a`rea. Per fer-ho, es subdivideix molt finamentl’interval [a, b] i aixo` do´na una descomposicio´ de la superf´ıcie en petites bandesverticals, molt fines, cadascuna de les quals e´s, aproximadament, un rectangle.Aleshores, la definicio´ rigorosa de que` e´s l’a`rea consisteix en sumar les a`rees detots aquests rectangles i prendre el l´ımit quan el gruix de cada rectangle tendeixa zero.En particular, la definicio´ matema`tica precisa de la integral necessita d’un pasal l´ımit. Podria ser que aquest l´ımit no exist´ıs: dir´ıem que la funcio´ no e´s inte-grable. Per exemple, la integral de la funcio´ y = 1/x2 entre −1 i 1 no existeixperque` la superf´ıcie que limita la gra`fica d’aquesta funcio´ e´s infinitament gran.Afortunadament, totes les funcions cont´ınues i moltes que no so´n cont´ınues so´nintegrables.
21. Relacio´ entre integral i derivada
21.1 El teorema fonamental del ca`lcul
Al llarg dels segles XVII i XVIII, diversos matema`tics com Barrow, Gregory, Newtono Leibnitz van demostrar l’existe`ncia d’una relacio´ entre els conceptes d’integral iderivada. Aquesta relacio´ e´s tan important que es coneix amb el nom de teoremafonamental del ca`lcul.Quina e´s aquesta relacio´? Pensem que la integral d’una funcio´ representa l’a`reaentre la gra`fica d’una funcio´ i l’eix de les x ’s, i la derivada d’una funcio´ representael pendent de la recta tangent a la gra`fica de la funcio´, dos conceptes aparentmentallunyats un de l’altre. Per entendre quina e´s aquesta relacio´ podem fer un exemple:Exemple. Recordem l’exemple de la produccio´ de llet. Cada dia les nostres vaquesprodueixen una certa quantitat de litres de llet, que venem a un cert preu, de maneraque cada dia ingressem una quantitat de diners donada per una funcio´ f (t). Aquestaquantitat de diners e´s una funcio´ del temps t , perque` la quantitat de llet varia i el preude la llet tambe´ varia. Suposem que cada dia ingressem al banc els diners que anemobtenint a partir de la venda de la llet. Despre´s d’un temps T , quants diners tindremal banc? La resposta, ja ho sabem, e´s∫ T
0
f (t) dt.
Aquesta quantitat de diners e´s una funcio´ de T . Diguem-n’hi A(T ), diners acumulatsal banc despre´s d’un temps T :
A(T ) =
∫ T
0
f (t) dt.
La pregunta que ens fem ara e´s: com creix el saldo del nostre compte corrent? E´s adir, quina e´s la velocitat de creixement de la funcio´ A(T ). Uns instants de reflexio´ ensconvenceran que el nostre saldo al banc creix exactament a la velocitat que marca lafuncio´ f (t), que e´s la funcio´ que ens diu quants diners guanyem cada dia. Si escribimaixo` en llenguatge matema`tic, tenim
dA
dT
= f (T ).
Aixo` e´s, precisament, el teorema fonamental del ca`lcul.1 Dit d’una altra manera,
d
dT
∫ T
0
f (t) dt = f (T ).
1En aquest teorema hem de suposar que f (t) e´s una funcio´ cont´ınua a un interval que contingui zero.El l´ımit inferior de la integral pot ser 0 o pot ser qualsevol altre valor a.
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Exemple. Si estudiem el consum de petroli a l’´India des del 1965 fins el 2008, veiemque la gra`fica s’aproxima forc¸a a una funcio´ com aquesta
f (t) = 258.5 exp
( t
16.7
)
on t e´s el temps en anys des del 1965 i f (t) e´s el consum en milers de barrils per dia(bbl/dia). Designem que Q(T ) el consum total de petroli a l’´India quan han passat Tanys des del 1965. A quina velocitat estava creixent Q l’any 2008?En primer lloc, e´s clar que el consum total acumulat Q(T ) ve donat per una integral:
Q(T ) =
∫ T
0
f (t) dt.
Ens pregunten per la velocitat de creixement de Q(T ) quan T = 43, e´s a dir, enspregunten Q ′(43). Pet teorema fonamental del ca`lcul, Q ′(T ) = f (T ). Per tant,
Q ′(43) = f (43) = 258.5 exp
(
43
16.7
)
≈ 3394× 103 bbl/dia
21.2 Primitives d’una funcio´
Si F e´s una funcio´ i f e´s la seva derivada, direm que F e´s una primitiva de f . D’aquestamanera, els conceptes de derivada i primitiva so´n inversos un de l’altre:
Com que la derivada de sin x e´s cos x , una primitiva de cos x e´s sin x .
Observem que diem una primitiva, perque` una funcio´, en general, tindra` moltes primi-tives diferents: sin x + 2 tambe´ e´s una primitiva de cos x . Si coneixem una primitiva
F (x) d’una funcio´ f (x), totes les primitives de f (x) en un interval seran de la forma
F (x) + k , on k e´s qualsevol constant.El teorema fonamental del ca`lcul que hem vist a l’apartat anterior ens diu que si
f (t) e´s una funcio´ cont´ınua, aleshores
F (x) =
∫ x
a
f (t) dt
e´s una primitiva de la funcio´ f (x). En particular, si coneixem una primitiva G (x) de
f (x), tindrem que G (x) = F (x) + k i es complira` aixo`:
0 =
∫ a
a
f (t) dt = F (a) = G (a)− k
per tant, k = G (a) i, aleshores:∫ b
a
f (t) dt = F (b) = G (b)− k = G (b)− G (a).
En resum:
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Si coneixem una primitiva G (x) d’una funcio´ f (x), podem calcular de ma-nera immediata la integral ∫ ba f (x) dx aix´ı:∫ b
a
f (x) dx = G (b)− G (a).
Aquesta relacio´ entre primitives i integrals —que tambe´ es coneix amb el nom deteorema fonamental del ca`lcul— fa que sovint s’utilitzi la notacio´ ∫ f (x) dx per indicarles primitives de la funcio´ f (x).
Exemple. En la situacio´ de l’exemple anterior, calculem el consum mitja` de petroli al’´ındia en els 43 anys del 1965 al 2008. Sabem que la mitjana es calcula amb unaintegral:
fm =
1
43
∫ 43
0
258.5 exp
( t
16.7
)
dt.
Pel calcular aquesta integral n’hi ha prou amb cone`ixer una primitiva de la funcio´ quevolem integrar. En aquest cas, podem trobar una primitiva “a simple vista” :
F (t) = 258.5× 16.7 exp
( t
16.7
)
Aleshores,
fm =
1
43
(F (43)− F (0)) ≈ 1218.
En general, pot ser molt dif´ıcil (o impossible) trobar una primitiva d’una funcio´,encara que es tracti d’una funcio´ que s’expressi a partir de les funcions elementals. Defet, el teorema fonamental del ca`lcul ens diu que les funcions cont´ınues sempre tenenuna primitiva, pero` el problema e´s que hi ha casos on no podem expressar aquestaprimitiva a partir de les funcions elementals.2
Exemple. Com determinem la velocitat de l’aigua d’un riu? A la pra`ctica, disposem d’uninstrument de mesura de la velocitat de l’aigua pero`, evidentment, aquesta velocitatdepe`n de la profunditat a que` submergim l’instrument. La velocitat e´s ma`xima a lasuperf´ıcie i va disminuint a mida que ens acostem al llit del riu. La f´ısica d’aquestasituacio´ esta` ben estudiada per la hidrodina`mica. Hi ha un model que ens diu que, encondicions prou generals, la velocitat de l’aigua a una dista`ncia x del fons ve donadaper una funcio´ potencial3
v(x) = kx ron k e´s una constant que depe`n del riu i r e´s un cert coeficient de friccio´ que tambe´depe`n de les caracter´ıstiques del riu i varia aproximadament entre 0.14 i 0.20. Aplicantaixo`, la velocitat mitjana sera`
vm =
1
D
∫ D
0
kx r dx
2Pensem, per exemple, en una funcio´ tan senzilla com la funcio´ 1/x . Sabem que log x e´s una primitivapero`, si no conegue´ssim la funcio´ logaritme natural, no sabr´ıem expressar la primitiva de 1/x .3Vegeu Lee et al., Power Law Exponents for Vertical Velocity Distributions in Natural Rivers, Engine-ering 2013, 5, 933–942.
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on D e´s la fonda`ria del riu.E´s molt senzill trobar “a ull nu” una primitiva de la funcio´ que volem integrar.Aleshores,
vm =
1
D
∫ D
0
kx r dx =
1
D
[
kx r+1
r + 1
]D
0
=
k
r + 1
Dr .
Aqu´ı hem utilitzat la notacio´ tradicional[
f (x)
]b
a
= f (b)− f (a).
A quina dista`ncia del fons es do´na aquesta velocitat mitjana? Cal resoldre l’equacio´
k
r + 1
Dr = v(x) = kx r .
La solucio´ e´s
x
D
=
(
1
1 + r
)1/r
≈ 0.4.
En resum, la velocitat mitjana de l’aigua d’un riu es troba a una profunditat (a comptardes de la superf´ıcie) que e´s el 60% de la profunditat total del riu, independentmentdel riu.4 Aquesta e´s la justificacio´ teo`rica d’una regla pra`ctica que trobarem a moltsmanuals d’hidrologia.5
21.3 Fem-ho amb sage
Hem vist que si coneixem una primitiva d’una funcio´, ja e´s molt fa`cil calcular la integrald’aquesta funcio´, gra`cies al teorema fonamental del ca`lcul. Tambe´ hem dit que trobarexpl´ıcitament una primitiva d’una funcio´ pot ser molt complicat, o impossible. Perexemple, una funcio´ senzilla de la que la primitiva no es pot expressar a partir de lesfuncions elementals e´s la funcio´ sin x2.Afortunadament, a la pra`ctica podem calcular integrals sense necessitat de cone`ixeruna primitiva. Recordem que la integral ∫ ba f (t)dt e´s l’a`rea limitada per la corba
y = f (t) i l’eix de les x ’s, entre x = a i x = b. Aquesta superf´ıcie es pot aproximar tantcom calgui, com hem explicat a la pa`gina 128: es subdivideix molt finament l’interval
[a, b] i aixo` do´na una descomposicio´ de la superf´ıcie en petites bandes verticals, moltfines, cadascuna de les quals e´s, aproximadament, un rectangle. Aleshores, el valoraproximat de la integral s’obte´ sumant les a`rees de tots aquests rectangles. Aquestaidea permet que els programes com sage calculin integrals amb facilitat.
sage: integral(exp(x)*cos(x),x)
1/2*(cos(x) + sin(x))*e^x
sage: integral(exp(x)*cos(x),x,0,1)
1/2*cos(1)*e+1/2*e*sin(1)-1/2
sage: integral(exp(x)*cos(x),x,0,1).N()
1.37802461354736
4Observem que el resultat s´ı que depe`n del riu, pero` si representem gra`ficament la funcio´ r√ 1
1+r
perals valors de r entre 0.14 i 0.20, veurem que la funcio´ varia molt poc de 0.4.5Evidentment, el tema de la velocitat de l’aigua d’un riu e´s un tema important i molt me´s complex delque podem discutir en aquest petit exemple.
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sage: integral(sin(x^2),(x,0,pi/2)).N()
0.828116328842895
sage: integral(e^x*sin(x)^3*cos(x),x)
1/34*cos(4*x)*e^x-1/10*cos(2*x)*e^x-1/136*e^x*sin(4*x)+1/20*e^x*sin(2*x)
sage: integral(e^x*sin(x)^3*cos(x),x,0,pi/2)
11/85*e^(1/2*pi) + 6/85
sage: integral(e^x*sin(x)^3*cos(x),x,0,pi/2).N(digits=30)
0.693120602242574920120039909809
22. Ca`lcul de primitives —1—
En la majoria de casos pra`ctics, la millor manera de calcular la integral d’una funcio´complicada no e´s intentar trobar una primitiva de la funcio´ per poder aplicar el teore-ma fonamental del ca`lcul, sino´ que e´s utilitzar un programa de ca`lcul matema`tic com
sage. Malgrat aixo`, e´s convenient ser capac¸ de trobar primitives d’algunes funcionsespecialment simples. En aquesta llic¸o´ estudiarem algunes estrate`gies per fer-ho.
22.1 Primitives trivials
Cada vegada que hem calculat la derivada d’una funcio´ elemental, hem calculat tambe´una primitiva. Per exemple, la coneguda fo´rmula
d
dx
x r = rx r−1
ens diu que ∫
x r dx =
x r+1
r + 1
+ C , si r 6= −1.
Ana`logament, com que sabem que la derivada de log x e´s x−1, tambe´ sabem que∫
1
x
dx = log |x |+ C .
(Observem el valor absolut, necessari perque` log x nome´s esta` definit per a x > 0mentre que 1/x tambe´ esta` definida per x < 0.) D’aquest tipus de primitives en diremprimitives trivials. Fem-ne una llista:
• ∫ k dx = kx + C
• ∫ (f (x)+g(x)) dx = ∫ f (x) dx+∫ g(x) dx
• ∫ x r dx = x r+1
r + 1
+ C , r 6= −1
• ∫ 1
x
dx = log |x |+ C
• ∫ ex dx = ex + C
• ∫ ax dx = ax
log a
+ C
• ∫ sin x dx = − cos x + C
• ∫ cos x dx = sin x + C
• ∫ 1√
1− x2 dx = arcsin x + C
• ∫ 1
1 + x2
dx = arctan x + C
22.2 Primitives immediates
Hi ha funcions que s’assemblen molt a les de l’apartat anterior i per a les quals elca`lcul d’una primitiva e´s molt senzill. Per exemple, sabem que una primitiva de ex
134
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e´s ex , pero` si tenim la funcio´ exp(3x + 1), qui e´s una primitiva seva? La resposta e´smolt senzilla: exp(3x + 1)/3. Direm que so´n primitives immediates. Posem uns quantsexemples:
• ∫ e2x+1 dx = 1
2
e2x+1 + C
• ∫ sin(2x + 1) dx = −1
2
cos(2x + 1) + C
• ∫ √2x + 1 dx = 1
3
(2x + 1)3/2 + C
• ∫ (2x + 1)r dx = 1
2(r + 1)
(2x + 1)r+1 + C , r 6= −1
• ∫ 1
2x + 1
dx =
1
2
log |2x + 1|+ C
• ∫ 1
2 + 3x2
dx =
∫
1/2
1 + 3x
2
2
dx =
√
2
2
√
3
arctan
(√
3x√
2
)
+ C
Recordem que quan apliquem la regla de la cadena per derivar una funcio´ f (g(x))obtenim un producte f ′(g(x))g ′(x). Aixo` ens permet afirmar que∫
f ′(g(x))g ′(x) dx = f (g(x)).
Aquesta observacio´ ens permet calcular primitives que tinguin aquest aspecte. Posemalguns exemples:
• ∫ x
3x2 + 5
dx =
1
6
log |3x2 + 5|+ C
• ∫ sin x cos x dx = 1
2
(sin x)2 + C
• ∫ tan x dx = ∫ sin x
cos x
dx = − log | cos x |+ C
• ∫ xe3x2+1 dx = 1
6
e3x
2+1 + C
22.3 Primitives de funcions racionals
Recordem que una funcio´ racional es una funcio´ que s’expressa com el quocient de dospolinomis. Hi ha una estrate`gia que permet trobar una primitiva de qualsevol funcio´d’aquest tipus. N’aprendrem nome´s els casos me´s senzills. Suposem que volem trobaruna primitiva de la funcio´
f (x) =
1
x2 − 5x + 6 =
1
(x − 2)(x − 3) .
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Per fer-ho, observem que
1
(x − 2)(x − 3) =
−1
x − 2 +
1
x − 3
i, per tant,∫
1
(x − 2)(x − 3) dx = − log |x − 2|+ log |x − 3|+ C = log
∣∣∣∣x − 3x − 2
∣∣∣∣+ C .
Aquest me`tode es pot utilitzar per trobar una primitiva de qualsevol funcio´ racional deltipus
ax + b
(x − r)(x − s) , r 6= s.Per fer-ho, escrivim
ax + b
(x − r)(x − s) =
A
x − r +
B
x − si determinem quins so´n els valors de les constants A i B . El cas r = s s’ha de fer d’unamanera una mica diferent. Per exemple,∫
1
x2 − 2x + 1 dx =
∫
1
(x − 1)2 dx =
∫
(x − 1)−2 dx = −(x − 1)−1 + C .
∫
x
x2 − 2x + 1 dx =
∫
1
x − 1 dx +
∫
1
(x − 1)2 dx = log |x − 1| −
1
x − 1 + C .
Finalment, si el denominador e´s un polinomi de segon grau sense arrels reals,l’estrate`gia e´s reduir-ho al cas x2 + 1, que sabem que do´na lloc a la funcio´ arctan x .Aixo` ho aconseguim amb el me`tode de completacio´ de quadrats que vam veure a lapa`gina 12. Per exemple:∫
1
x2 + x + 1
dx =
∫
1
(x + 12)
2 + 34
dx =
4
3
∫
1(
2√
3
x + 1√
3
)2
+ 1
dx =
2
√
3
3
arctan
(
2√
3
x +
1√
3
)
+ C .
No estudiarem casos me´s complicats que aquests perque`, en general, e´s preferibleresoldre’ls usant sage.
23. Ca`lcul de primitives —2—
23.1 Integracio´ per canvi de variable
Suposem que volem calcular la superf´ıcie d’un quart de cercle de radi 1. Ja sabem, perla geometria elemental, que aquesta superf´ıcie val pi/4 pero`, ni no sabe´ssim aquestresultat, haur´ıem de resoldre la integral∫ 1
0
√
1− x2 dx .
Aquesta funcio´ √1− x2 no te´ una primitiva immediata, pero` podem trobar la sevaprimitiva fent el que es coneix com un canvi de variable. El canvi de variable que resolaquest problema concret consisteix en introduir una nova variable θ tal que
x = sin θ.Aleshores, a la integral anterior, hem de substituir cada x pel seu valor en funcio´ de θ.E´s a dir:
• Hem de substituir √1− x2 per √1− sin2 θ = cos θ.• Hem de substituir dx per d(sin θ) = cos θ dθ. De fet, la notacio´ dx serveix perque`no oblidem que hem de fer aquest canvi.• Hem de substituir els l´ımits d’integracio´ x = 0 i x = 1, pels seus valors corres-ponents en la variable θ: θ = 0 i θ = pi/2.
Aleshores, ∫ 1
0
√
1− x2 dx =
∫ pi/2
0
cos2 θ dθ.
D’aquesta manera, obtenim una nova integral que pot ser me´s fa`cil o me´s dif´ıcil que laintegral original. En aquest exemple concret, aquesta integral es pot resoldre aplicantuna fo´rmula de trigonometria que diu
cos(2x) = 2 cos2 x − 1.Per tant, ∫ pi/2
0
cos2 θ dθ =
[
θ
2
+
1
4
sin(2θ)
]pi/2
0
=
pi
4
.
Fem un segon exemple. Suposem que volem trobar una primitiva de x√2x − 1.Podem fer el canvi u = 2x − 1, amb la qual cosa du = 2 dx i tenim∫
x
√
2x − 1 dx =
∫
u + 1
2
√
u
du
2
=
1
4
∫
(u3/2 + u1/2) du =
1
4
(
2
5
u5/2 +
2
3
u3/2
)
+ C .
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23.2 Integracio´ per parts
Recordem la regla de derivacio´ d’un producte de dues funcions:
(uv)′ = u′v − uv ′.
Si interpretem aquesta regla en termes de primitives, ens diu que∫
uv ′ dx = uv −
∫
u′v dx
que e´s una fo´rmula que, en alguns casos, ens pot ser u´til per a calcular una integral.Aquesta fo´rmula s’acostuma a escriure en aquesta forma equivalent:∫
u dv = uv −
∫
v du.
Se’n diu la fo´rmula d’integracio´ per parts perque`, per aplicar aquest me`tode, hem deseparar la funcio´ a integrar en dues parts.Fem un exemple. Suposem que busquem una primitiva de x sin x , e´s a dir,∫
x sin x dx .
Fem aixo`
u = x ; dv = sin x dx .Aleshores,
du = dx ; v =
∫
dv =
∫
sin x dx = − cos x
i la fo´rmula d’integracio´ per parts ens diu∫
x sin x dx = (− cos x)x −
∫
(− cos x) dx = −x cos x + sin x + C .
Un segon exemple podria ser aquest: ∫ log x dx . Separem en dues parts aix´ı: u =
log x , dv = dx . La fo´rmula d’integracio´ per parts ens do´na∫
log x dx = x log x −
∫
x
1
x
dx = x log x − x + C .
23.3 Integrals impro`pies
Quin sentit pot tenir una integral com aquesta∫ ∞
a
f (x) dx ?
Geome`tricament, aquesta integral correspondria a la superf´ıcie de la regio´ entre l’eix
x i la corba y = f (x), a partir del punt x = a. Aquesta regio´ e´s il.limitada per la dreta
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pero`, com veurem, pot tenir una superf´ıcie finita. La manera natural d’entendre aquestasuperf´ıcie e´s com un l´ımit: ∫ ∞
a
f (x) dx = lim
b→∞
∫ b
a
f (x) dx .
Posem un exemple.∫ ∞
1
1
x2
dx = lim
b→∞
∫ b
1
1
x2
dx = lim
b→∞
(1− b−1) = 1.
En canvi, ∫ ∞
1
1
x
dx = lim
b→∞
∫ b
1
1
x
dx = lim
b→∞
log b =∞.
Direm que la integral e´s divergent.D’aquestes integrals se’n diuen integrals impro`pies. Un altre exemple seria aquest:∫ 1
0
1√
x
dx
que, a primera vista, pot no semblar una integral impro`pia perque` no hi apareix els´ımbol ∞, pero` ho e´s perque` la funcio´ que volem integrar no esta` definida a x = 0 i,de fet, tendeix a infinit quan x tendeix a 0+. Aquesta integral tambe´ prete´n calcular lasuperf´ıcie d’una regio´ il.limitada. La resoldr´ıem aix´ı:∫ 1
0
1√
x
dx = lim
a→0+
∫ 1
a
1√
x
dx = lim
a→0+
(2− 2√a) = 2.
Aquestes integrals impro`pies apareixen a molts a`mbits. Per exemple, a probabilitat.
Exemple. En molts casos d’una espe`cie animal sotmesa a l’accio´ d’un depredador, s’havist que l’esperanc¸a de vida dels individus d’aquesta espe`cie es pot modelar forc¸a be´pel que en estad´ıstica es coneix com la distribucio´ exponencial. En aquesta distribucio´,la probabilitat que un individu superi l’edat t ve donada per una funcio´
f (t) = exp(−r t).
En aquestes condicions, la vida mitjana (o esperanc¸a de vida) es calcula com
Tm = −
∫ ∞
0
t f ′(t) dt.
En un cert estudi sobre el ratol´ı de bosc (Apodemus sylvaticus) del Parc Natural deSant Llorenc¸ de Munt i la Serra de l’Obac, s’ha trobat (temps en dies)
f (t) = exp(−0.0032t).
Si volem determinar l’esperanc¸a de vida segons aquest model estad´ıstic, hem de cal-cular aquesta integral impro`pia:
−
∫ ∞
0
t f ′(t) dt = 0.0032
∫ ∞
0
t exp(−0.0032t) dt
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Per fer-ho, comencem buscant aquesta primitiva:∫
te−rt dt.
Aqu´ı e´s u´til fer integracio´ per parts
u = t; dv = e−rt dt; du = dt; v = −e
−rt
r
.
Aleshores, la fo´rmula d’integracio´ per parts ens do´na∫
te−rt dt = − te
−rt
r
− e
−rt
r2
.
Per tant, si r e´s positiu, tenim
r
∫ ∞
0
te−rt dt = lim
b→∞
[
−e−rt
(
x +
1
r
)]b
0
=
1
r
.
En la situacio´ del ratol´ı de bosc, aquesta vida mitjana e´s 1/0.0032 = 312.5 dies.
23.4 Fem-ho amb sage
sage tambe´ permet calcular, en molts casos, integrals impro`pies. Ja hem vist abans que
∞ es pot expressar en sage amb dues o’s minu´scules oo o amb la paraula Infinity.Observem com far´ıem el ca`lcul del final de l’apartat anterior.
sage: r=var(’r’)
sage: integral(x*e^(-r*x),x,0,oo)
Is r positive, negative or zero?
sage: assume(r>0)
sage: integral(x*e^(-r*x),x,0,oo)
r^(-2)
sage: reset(’r’)
sage: r=var(’r’)
sage: assume(r<0)
sage: integral(x*e^(-r*x),x,0,oo)
ValueError: Integral is divergent.Observem aquests altres exemples:
sage: integral(1/x,x,1,oo)
ValueError: Integral is divergent.
sage: integral(1/x^2,x,1,oo)
1
sage: integral(1/sqrt(x),x,0,1)
2
sage: integral(e^(-x^2),x,-oo,oo)
sqrt(pi)
Exercicis
A. Exercicis teo`rics
III.A.1. Calculeu les primitives segu¨ents:(a) ∫ 2 dx
3x4
; (b) ∫ 5√
5− x dx ; (c)
∫
ex
ex + 1
dx ;
(d) ∫ 6x
x2 + 4
dx ; (e) ∫ tan(2x) dx ; (f ) ∫ sin(2x) cos(2x) dx ;
III.A.2. Calculeu aquestes primitives utilitzant integracio´ per parts o per canvi de vari-able:(a) ∫ x3 log x dx ; (b) ∫ arcsin x dx ;
(c) ∫ (x2 + 5x − 9) e−2x dx ; (d) ∫ ex cos x dx ;
(e) ∫ x arctan x dx ; (f ) ∫ ex
(ex − 3)2 dx .III.A.3. Calculeu les primitives de les funcions racionals segu¨ents:(a) ∫ 2x + 5
x2 − 5x + 6 dx ; (b)
∫
2x + 1
x2 + x + 1
dx ;
(c) ∫ 1
x4 − 1 dx ; (d)
∫
dx
x2 + x − 2 ;
III.A.4. En cadascun dels casos segu¨ents, calculeu l’a`rea de la regio´ limitada per lescorbes que es donen:(a) y2 = 2x i x2 = 2y ; (b) y = x(3 + x2), y = 0, x = 2;
(c) y = 1
2 + x2
, y = x2
3
; (d) y = ex , y = e−x i x = log 2;
(e) y = x2 − 4, y = 4− x2; (f ) x = 8 + 2y − y2, x = 0, y = −1, y = 3;III.A.5. Donada la funcio´
f (x) =
1
2
ex − 2e−x ,calculeu l’a`rea del domini de forma triangular que limiten la corba y = f (x) iels eixos de coordenades.III.A.6. Calculeu el valor de a per tal que l’a`rea definida entre x = 0 i x = 1/2 per lacorba f (x) = a
1+4x2
sigui igual a l’a`rea definida entre x = 0 i x = 3 per la corba
g(x) =
√
9− x2.
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B. Exercicis d’aplicacio´
III.B.1. Sigui B(t) una funcio´ positiva de t ≥ 0. Per exemple, B(t) pot ser la quantitat debiomassa en una parcel.la, en funcio´ del temps. Determineu taxa de creixementmitjana de B(t) entre t = 0 i t = t1.III.B.2. La teoria de Haldane (1957) sobre el cost de la seleccio´ natural planteja lasituacio´ segu¨ent. Suposem una poblacio´ estable amb dos al.lels presents enproporcions p0 i q0 = 1 − p0. Apareix un canvi en el medi que perjudica elsegon al.lel (pero` no el primer), de manera que la poblacio´ amb aquest segonal.lel passa a tenir una taxa de creixement negativa −. Aixo` vol dir que lesproporcions dels dos al.lels aniran variant en el temps: p(t), q(t). A cada novageneracio´, es “perdra`” una proporcio´ q d’individus amb l’al.lel menys apte, finsque s’acabaran extingint seguint un model log´ıstic q′ = −qp (vegeu l’exerciciII.B.28). La suma d’aquestes pe`rdues e´s el que Haldane anomena el cost de laseleccio´ natural:
C =
∫ ∞
0
q dt.
Utilitzeu les propietats de la integral per comprovar que C es pot escriure com
C =
∫ 1
p0
1
p
dp.
Calculeu C si p0 = 10−6.III.B.3. Si en una comunitat s’ha determinat experimentalment que la corba de Lorenzs’aproxima a L(x) = 0.8x2 + 0.2x , calculeu l’´ındex de Gini d’aquesta comunitat.
III.B.4. Segons l’informe Wealth, Income, and Power, l’any 2010 l’u per cent de la po-blacio´ mundial acumulava el 35.4% de la riquesa. Si pensem que la riquesamundial esta` distribu¨ıda segons una corba de Lorenz potencial y = x r , deter-mineu aquesta corba i calculeu l’´ındex de Gini mundial l’any 2010.
III.B.5. Per estudiar l’augment de la concentracio´ de CO2 a l’atmosfera s’utilitzen lesdades de l’observatori de Mauna Loa, a les illes Hawaii. S’ha vist que la con-centracio´ (q, en ppm) s’aproxima forc¸a be´ a una funcio´
q(t) = 0.0125 t2 + 0.5813 t + 310
on t e´s el temps en anys des de l’any 1950. Determineu la concentracio´ mitjanade CO2 a l’atmosfera de Mauna Loa des de l’any 1950 fins l’any 2010.III.B.6. Consultant les estad´ıstiques sobre la temperatura superficial de l’aigua del mara la platja de Barcelona en el per´ıode 1974–2013 (IDESCAT) es veu que aquestatemperatura s’aproxima a 17.3+ f (t) graus, on f (t) e´s una corba perio`dica comaquesta
f (t) = 5.5 sin
(
2pi(t + 32)
52
)
on t e´s el temps en setmanes a partir del primer de gener. Determineu latemperatura mitjana de l’aigua entre les setmanes 24 i 37.
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III.B.7. Buidem per gravetat un dipo`sit cil´ındric vertical i volem saber el temps que tri-gara` a buidar-se. La f´ısica ens diu que, en aquestes circumsta`ncies, la velocitata que surt el l´ıquid per l’aixeta que hi ha a la part inferior del dipo`sit e´s unafuncio´ lineal del temps
v = α− βton α i β so´n constants positives que tenen aquests valors
α =
√
2gh0; β =
a
A
g .
h0 e´s l’alc¸ada del l´ıquid a l’inici de l’operacio´, A e´s la seccio´ del dipo`sit, a e´sla seccio´ efectiva de l’aixeta i g e´s l’acceleracio´ de la gravetat. Determineu eltemps que triga el dipo`sit a buidar-se.III.B.8. Volem determinar la quantitat d’energia solar que incideix sobre una superf´ıcie(per exemple, una placa solar) en un dia. Com que es tracta d’un problema moltdif´ıcil, el resoldrem sense tenir en compte l’efecte de l’atmosfera i en el casd’una superf´ıcie horitzontal sobre la que incideix el sol des de que surt fins quees pon. En aquestes circumsta`ncies, la quantitat d’energia solar depe`n de:• La latitud λ del lloc.• El dia de l’any n.• L’hora solar T = t + E , on t e´s el temps (ordinari) i E e´s la discrepa`nciaque aproximadament nome´s depe`n de n.• L’energia que arriba del sol a la Terra que, per simplificar, suposarem quee´s fixa I0 = 1367 W/m2. (De fet, varia en ±3% al llarg de l’any.)• L’angle Z amb que` incideix la llum del sol, e´s a dir, l’angle entre la verticali els rajos de sol.• L’hora de la sortida del sol i l’hora de la posta, que es produeixen quan
Z = ±pi/2.• la declinacio´ del sol δ.Aquestes variables estan relacionades entre elles. Tenim aquestes fo´rmulesfonamentals
δ =
23.45
180
pi sin
(
2pi(284 + n)
365
)
.
cos(Z ) = sin(λ) sin(δ) + cos(λ)cos(δ) cos(ω).Aqu´ı ω e´s el temps solar expressat en radiants a partir del migdia, e´s a dir
ω =
12− T
12
pi.
Amb tota aquesta informacio´, calculeu la quantitat d’energia solar que incideixsobre una placa horitzontal de 1 m2 situada al cim del Puigmal (λ = 42.383◦),el dia 21 de febrer (si l’atmosfera no exist´ıs!).III.B.9. Quan dibuixem en escala semilogar´ıtmica la produccio´ eo`lica mundial d’electri-citat entre els anys 1989 i 2012 obtenim, amb forc¸a aproximacio´, una recta. Sila produccio´ el 1989 va ser de 2.6 TWh i la produccio´ el 2012 va ser de 545TWh, calculeu la produccio´ total en tots aquests anys.
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III.B.10. Suposem que les corbes d’oferta i demanda d’un cert producte s’aproximen a
S(p) = p − 1; D(p) = 6− p
p
.
Determineu, segons aquest model, el preu d’equilibri pe , la demanda d’equilibri
qe , el consumer surplus C S i el producer surplus PS .
Part IV:
Equacions diferencials
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24. Conceptes ba`sics i exemples
24.1 Coses que ja sabem
En l’apartat 12.4 ja hem apre`s que una equacio´ diferencial e´s una equacio´ tal que
• La inco`gnita e´s una funcio´ desconeguda f (x).
• A l’equacio´ hi apareixen la variable x , la funcio´ inco`gnita f (x) i les seves derivades
f ′(x), f ′′(x), etc.
Direm que so´n equacions diferencials ordina`ries perque` la funcio´ inco`gnita e´s unafuncio´ d’una u´nica variable.Ja hem vist alguns exemples d’equacions diferencials:
• L’equacio´ del creixement exponencial
y ′ = ry
e´s una equacio´ diferencial i les seves solucions vam veure que eren les funcions
y = kerx per a qualsevol valor de la constant k . Aquesta equacio´ es pot escriurede maneres equivalents:
y ′
y
= r ;
dy
dx
= ry ; dy = ry dx .
Tanmateix, la formulacio´ y ′/y = r no e´s exactament equivalent a la formulacio´inicial y ′ = ry perque` la possibilitat y = 0 esta` contemplada a la formulacio´inicial pero` no a la segona formulacio´.
• L’equacio´ del creixement log´ıstic
y ′ = ry
(
1− y
K
)
e´s una equacio´ diferencial. A la pa`gina 79 vam dir que les seves solucions so´nles funcions
y =
K
1 + ke−rtper a qualsevol valor de la constant k . Pero` no vam dir ni com hav´ıem arribat aaquesta solucio´ ni si n’hi podia haver d’altres.
• Cada problema de ca`lcul de la primitiva d’una funcio´ e´s tambe´ una equacio´diferencial. En efecte, si volem calcular ∫ y dx utilitzant una primitiva de lafuncio´ y(x), hem de resoldre l’equacio´ diferencial z ′ = y .
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Aquests tres exemples corresponen a equacions diferencials de primer ordre queso´n les que nome´s fan intervenir la primera derivada de la funcio´ inco`gnita. En canvi, lallei de Newton de la dina`mica F = ma la podem entendre com una equacio´ diferencialde segon ordre. En efecte, si tenim un cos de massa m que es mou per l’accio´ d’unaforc¸a F , per cone`ixer la seva posicio´ x(t) haur´ıem de resoldre l’equacio´
F = m
d2x
dt2que e´s una equacio´ diferencial que involucra la segona derivada de la funcio´ inco`gnita.Les equacions diferencials de primer ordre que apareixen en els tres exemplesanteriors so´n de la forma
y ′ = F (x , y)on F e´s una funcio´ cont´ınua i y = y(x) e´s una funcio´ inco`gnita. Aquestes so´n lesequacions que me´s estudiarem en aquest curs. En els tres exemples hem vist queten´ıem infinites solucions. Aixo` e´s un fet general:1
• Una equacio´ diferencial y ′ = F (x , y) te´ sempre infinites solucions. Anomena-rem solucio´ general la famı´lia de totes les solucions. A la solucio´ general hiapareixera` un para`metre k .• Cadascuna de les solucions concretes d’una equacio´ diferencial y ′ = F (x , y) diremque so´n solucions particulars de l’equacio´.• Si considerem una equacio´ diferencial y ′ = F (x , y) i fixem unes condicions ini-cials, hi ha una u´nica solucio´ particular que satisfa` aquestes condicions inicials.Fixar unes condicions inicials vol dir fixar el valor de la funcio´ y per a un certvalor de la variable x .
Posem un exemple senzill. L’equacio´ y ′ = ry . La solucio´ general e´s y = kerx .Les solucions y = erx , y = −2erx , y = pierx , etc. so´n solucions particulars. Si fixem,per exemple, les condicions inicials y(1) = −1, aleshores hi ha una u´nica solucio´ ambaquestes condicions inicials, que e´s la funcio´ y = −e−r erx = −er(x−1).
24.2 Hi ha equacions diferencials arreu
Les equacions diferencials so´n omnipresents a la cie`ncia. Molt sovint, les lleis dela natura, de l’economia, de les dina`miques socials,etc., s’expressen com a equacionsdiferencials. Posem alguns exemples (que siguin prou senzills per cabre dins del marcd’aquest curs).
• Els models de poblacio´ que ens diuen com evoluciona la mida d’una poblacio´ve´nen donats per equacions diferencials que relacionen la mida de la poblacio´ i
1Els comentaris que fem a continuacio´ no tenen el rigor matema`tic necessari. Per formular correctamentel que es coneix com a teorema d’existe`ncia i unicitat de solucions d’una equacio´ diferencial ordina`riacaldria utilitzar un llenguatge matema`tic molt me´s prec´ıs, fer hipo`tesis de continu¨ıtat, de diferenciabilitat,parlar de solucions locals, d’intervals de definicio´, etc. No ho farem perque` creiem que en aquest curstan elemental no e´s recomanable que ens exigim aquest nivell de rigor.
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la seva taxa de creixement. Per exemple, l’equacio´ del creixement exponencial ola del creixement log´ıstic.
• La llei de Newton de la dina`mica F = ma e´s una equacio´ diferencial de segonordre que ens relaciona la segona derivada de la posicio´ d’un cos amb la forc¸aque s’exerceix sobre ell.
• La llei de la gravitacio´ de Newton que regeix el moviment dels cossos celesteses pot formular com una equacio´ diferencial de segon ordre.
• La llei de Newton del refredament d’un cos afirma que un cos situat en un ambientme´s fred es refreda a una velocitat proporcional a la difere`ncia entre la sevatemperatura i la de l’ambient. Aixo` e´s pot escriure com una equacio´ diferencial:
dT
dt
= k(T − TA).
• El moviment d’un pe`ndol o el d’una molla estan regits per equacions diferencialsde segon ordre. En particular, si θ e´s l’angle que forma amb la vertical un pe`ndolde longitud L, es compleix
Lθ′′ + g sin(θ) = 0.Si tenim un cos de massa m sotme`s a l’accio´ d’una molla, la seva dista`ncia x alpunt d’equilibri compleix que
mx ′′ = −kx ,on k e´s una constant que depe`n de la “forc¸a” de la molla.
• El model de creixement de von Bertalanffy ve donat per l’equacio´ diferencial
L′ = k(L∞ − L), que e´s ide`ntica a la de la llei de Newton del refredament.• D’entre les moltes equacions diferencials que apareixen a l’economia, podem citarl’equacio´ de Solow-Swan (1956)
dk
dt
= sf (k)− (n + δ)k
que intenta modelar l’evolucio´ del capital per capita k al llarg del temps, sotaunes certes hipo`tesis. En aquesta equacio´ f (k) e´s la produccio´ per capita, s e´sla proporcio´ d’aquesta produccio´ que es reinverteix, n e´s la taxa de creixementde la poblacio´ i δ e´s la taxa de depreciacio´ del capital.2 Observem que, si s = 0,tenim l’equacio´ del decreixement exponencial. Per poder utilitzar aquesta equacio´cal tenir algun model per a la funcio´ f (k) que relaciona capital i productivitat.Per exemple, el model de Cobb-Douglas (1927) de la pa`gina 16 pren una funcio´potencial f (k) = Akα.
• El model me´s simple per modelitzar la contaminacio´ d’una conca fluvial, es basaen una equacio´ diferencial del tipus
dQ
dt
= E (t)− S(t)
2Podeu aprendre me´s coses sobre aquest model al llibre Economic Growth de Robert J. Barro i XavierSala i Martin.
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on Q(t) e´s la quantitat de contaminant (com a funcio´ del temps), E (t) e´s la funcio´que ens mesura el contaminant que entra a la conca i S(t) e´s la funcio´ que ensmesura el contaminant que surt de la conca.
• Els models d’extensio´ d’una epide`mia utilitzen equacions diferencials. Per exem-ple:
dI
dt
= kI (1− r I )
on I (t) e´s el nombre d’infectats i l’equacio´ ens diu que la velocitat amb que` creixel nombre d’infectats e´s proporcional al nombre d’infectats i al nombre de noinfectats. La difusio´ d’un rumor es pot modelar per equacions del mateix tipus.
• En una reaccio´ qu´ımica del tipus A + B → C , la llei d’accio´ de masses ens diuque la velocitat amb que` es crea l’espe`cie C e´s proporcional a les concentracionsde A i de B . Aixo` ho podem escriure com una equacio´ diferencial
d [C ]
dt
= k([A]0 − [C ])([B]0 − [C ])
on [C ] e´s la concentracio´ de C i [A]0 i [B]0 so´n les concentracions inicials de A i
B , respectivament.
Si tenim equacions diferencials, tambe´ tindrem sistemes d’equacions diferencials.Per exemple
• El cla`ssic model depredador-presa de Lotka-Volterra (1910, 1920). Tenim unafuncio´ x = x(t) que ens do´na el nombre de preses (per exemple, conills) en unha`bitat i una altra funcio´ y = y(t) que ens do´na el nombre de depredadors (perexemple, guineus) en aquest mateix ha`bitat.El creixement d’aquestes dues funcions esta` interrelacionat, degut a la depende`n-cia rec´ıproca que tenen els depredadors i les preses. Les equacions que governenaquestes funcions so´n
x ′ =αx − βxy
y ′ =δxy − γy
A la primera equacio´, el para`metre α e´s la taxa de reproduccio´ dels conills i elpara`metre β e´s la taxa de depredacio´ dels conills per les guineus. A la segona,
δ e´s la taxa de reproduccio´ de les guineus i γ e´s la taxa de mort de les guineus.Una solucio´ particular d’aquest sistema d’equacions e´s una parella (x , y) de fun-cions de t que es poden entendre com les equacions d’una corba (parametritzada)al pla. En funcio´ dels valors dels para`metres α, β, γ i δ i de les condicions inicials,aquesta corba pot ser una corba tancada (parlarem d’una solucio´ perio`dica). Perexemple, aqu´ı tenim una d’aquestes solucions perio`diques:
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Observem que el sistema va passant perio`dicament per situacions de moltes gui-neus/poc conills, molt poques guineus/molt pocs conills, molts conills/poques gui-neus i altre cop moltes guineus/poc conills.• Unes equacions similars s’utilitzen en el que es coneix com a model SIS d’unaepide`mia, que e´s aquell en que` hi ha una poblacio´ sana S susceptible de serinfectada i una poblacio´ infectada I que es recupera a una taxa constant, demanera que es pot tornar a infectar.
S ′ =αI − βI S
I ′ =βI S − αIAqu´ı la poblacio´ total S+I e´s constant, per tant, aquest sistema de dues equacionses pot reduir a una u´nica equacio´ de tipus log´ıstic I ′ = kI (1− r I ). Un model me´scomplicat e´s el model SIR d’una epide`mia en la que els sans es poden infectari els infectats poden recuperar-se i convertir-se en immunes. Si R e´s el nombrede recuperats, les tres variables S , I , R compliran unes equacions com aquestes
S ′ =− αSI
I ′ =αSI − βI
R ′ =βI
• Si, com a resultat d’una se`rie de mutacions, diversos tipus gene`tics conviuenen un ha`bitat en les proporcions x1, . . . , xn, podem pensar que el creixement decada poblacio´ dependra` de la seva mida xi i tambe´ de la difere`ncia entre la sevaaptitud fi i la mitjana de les aptituds de tots els tipus. Podem modelar aquestasituacio´ amb un sistema d’equacions diferencials
x ′i = ki xi
(
fi −
∑
j
xj fj
)
; i = 1, . . . , n
on xi e´s la mida de la poblacio´ de tipus i i fi e´s la seva aptitud.3
3Vegeu Peter Schuster, Mathematical modeling of evolution. Solved and open problems, Theory Biosci.(2011) 130:71–89.
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24.3 Resolem l’equacio´ del creixement exponencial
Ja sabem que la solucio´ general de l’equacio´ diferencial y ′ = ry e´s y = kerx . Vegemara com podem arribar a aquesta conclusio´, utilitzant un recurs te`cnic molt simple. Enprimer lloc, escrivim l’equacio´ en aquesta forma equivalent
dy = ry dx .
Aleshores, si suposem que y 6= 0, podem escriure l’equacio´ en aquesta altra formaequivalent
dy
y
= r dx .
Aquesta igualtat sera` equivalent a aquesta:∫
dy
y
=
∫
r dx .
Aquestes dues integrals indefinides les sabem calcular:
log |y |+ k1 = rx + k2
on k1, k2 so´n constants arbitra`ries. Si les agrupem al costat dret de l’equacio´, tenim
log |y | = rx + k3
on ara k3 e´s una constant arbitra`ria. Aquesta igualtat e´s equivalent a
|y | = erx+k3 = erx ek3 = K erx .
Com que k3 e´s una constant arbitra`ria, ek3 e´s una constant positiva arbitra`ria, quepodem anomenar K . Si ara eliminem el valor absolut del terme de l’esquerra, obtenim
y = ±K erx .
Observem ara que k = ±K e´s una constant diferent de zero arbitra`ria. Hem arribat ala conclusio´ que
y = kerx .Si ara recordem que al comenc¸ament d’aquest proce´s hav´ıem suposat que y 6= 0 i siobservem que y = 0 tambe´ e´s una solucio´ de l’equacio´, arribem a la conclusio´ que totesles solucions de l’equacio´ inicial so´n
y = k erx
on ara k e´s una constant arbitra`ria (positiva, negativa o zero).Donant valors a la constant k obtindrem les solucions particulars. Cada solucio´particular e´s una corba exponencial i per cada parella de valors (x0, y0) existeix unau´nica solucio´ particular y amb y(x0) = y0. Si dibuixem les gra`fiques de totes aquestessolucions particulars, omplirem el pla amb corbes exponencials. Per cada punt del plahi passa una solucio´ particular de l’equacio´, i nome´s una.
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25. Resolucio´ d’algunes equacionsdiferencials auto`nomes
En general, trobar expressions expl´ıcites de les solucions d’una equacio´ diferencial potser molt dif´ıcil o impossible. El me`tode que hem utilitzat per a l’equacio´ del creixementexponencial permet resoldre certs tipus d’equacions a partir de calcular dues integrals.En particular, aquest me`tode es pot utilitzar per a les equacions auto`nomes que so´nles de la forma
y ′ = g(y)i, me´s en general, per a les equacions separables que so´n les de la forma
y ′ = f (x)g(y).
En aquest cap´ıtol veurem alguns exemples.1
25.1 Resolem l’equacio´ del creixement log´ıstic
L’equacio´ log´ıstica
y ′ = ry
(
1− y
K
)
.
e´s auto`noma i la podem resoldre com vam fer amb l’exponencial.
• Escrivim l’equacio´ aix´ı
dy
y
(
1− yK
) = r dx .
Fent aixo` hem descartat els casos y = 0 i y = K , que tambe´ so´n solucions del’equacio´ log´ıstica. Al final, caldra` recordar aquestes dues solucions.
• Integrem els dos costats de l’equacio´.∫
dy
y
(
1− yK
) = ∫ r dx = rx + C0.
La integral de l’esquerra es pot calcular pel me`tode de les fraccions simples
1
y
(
1− yK
) = 1
y
+
1/K
1− yK
.
∫
dy
y
(
1− yK
) = log |y | − log ∣∣∣1− y
K
∣∣∣ = log ∣∣∣∣ y1− yK
∣∣∣∣ .
1Cal dir que la discussio´ que farem aqu´ı e´s essencialment heur´ıstica. Si el lector vol una justificacio´matema`ticament rigorosa del que fem en aquests exemples, ha de consultar textos me´s teo`rics sobreequacions diferencials ordina`ries.
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• Per tant,
y
1− yK
= C erx
on C 6= 0 e´s una constant arbitra`ria.
• Ara ens cal a¨ıllar y de l’expressio´ anterior. El resultat e´s
y =
K
K
C e
−rx + 1
.
• Si ara calculem el valor d’aquesta funcio´ per x = 0 observem que y(0) = C K/(C+
K ). Designem y0 aquest valor inicial, que e´s un valor arbitrari 6= 0. Aleshores, lafuncio´ y tambe´ es pot escriure aix´ı
y(x) =
K
1 + ke−rx
, k =
(
K
y0
− 1
)
.
• Finalment, ens cal afegir les dues solucions que hem descartat al principi. Lasolucio´ y = K ja esta` inclosa a la fo´rmula anterior, agafant y0 = K . Nome´s faltaafegir la solucio´ y = 0.
Hem arribat a la conclusio´ que la solucio´ particular de l’equacio´ log´ıstica amb lescondicions inicials y(0) = y0 e´s
y(x) =
K
1 +
(
K
y0
− 1
)
e−rx
si y0 6= 0,
y(x) = 0 si y0 = 0.
Mirem com so´n aquestes solucions i d’aquesta manera completarem el nostre estudi del’equacio´ log´ıstica que ha anat apareixent en diversos moments d’aquest curs. Suposemque K > 0 (el cas K < 0 e´s ana`leg).
1. Hi ha dues solucions constants: y = 0 i y = K .
2. Si 0 < y0 < K , la solucio´ e´s una corba —la corba “log´ıstica”— que te´ aquestaforma
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Aquesta corba tendeix a K quan x →∞ i tendeix a 0 quan x → −∞.
3. La solucio´ e´s ben diferent si y0 > K o y0 < 0. En aquests casos la solucio´particular te´ una discontinu¨ıtat —una as´ımptota vertical— al punt x = a i a vedonat per
a =
1
r
log
(
1− K
y0
)
de manera que la corba te´ dues branques. Per a valors x < a la funcio´ e´s negativai tendeix a −∞ quan x → a−. Per a valors x > a, la funcio´ e´s positiva (de fet e´s
> K ) i tendeix a ∞ quan x → a+.La forma de la gra`fica e´s la que s’observa en aquesta representacio´ que hem fetamb sage.
Veiem que, igual que abans, aquesta corba tendeix a K quan x → ∞ i tendeixa 0 quan x → −∞. D’altra banda, el comportament quan ens acostem a ladiscontinu¨ıtat x = a ja l’hem explicat i el podem escriure aix´ı:
lim
x→a+
=∞, lim
x→a−
= −∞.
Si dibuixem totes les solucions, omplim el pla amb corbes solucio´, de manera que percada punt del pla passa una solucio´ particular de l’equacio´ log´ıstica:
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Si les variables x , y so´n positives (per exemple, en el cas del model log´ıstic de crei-xement d’una poblacio´), aquest dibuix es converteix en el que ja havia aparegut a lapa`gina 60.
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25.2 Contaminacio´ d’un llac
Suposem que hi ha un vessament continuat d’un contaminant al riu Ter i volem cone`ixercom evolucionara` la contaminacio´ a l’aigua del Ter me´s avall de l’envasament de Sau.En tota la seva magnitud, e´s un problema molt complex, pero` farem una se`rie desimplificacions per tal d’obtenir un primer model d’aquesta situacio´.Suposem que a Sau hi ha V = 120 milions de m3 d’aigua i que aquest volum esmante´ constant. Hi entra l’aigua (contaminada) del Ter a un ritme constant de q = 5m3 per segon i en surt aigua al mateix ritme. Fem la hipo`tesi que la contaminacio´es reparteix uniformement per tota l’aigua de Sau. Aixo` no sera` cert, pero` admetemaquesta hipo`tesi simplificadora per fer el problema me´s accessible. Volem determinarl’evolucio´ de la concentracio´ del contaminant a l’aigua que surt de l’embasament.Designem per x = x(t) la concentracio´ del contaminant a l’aigua que surt del’embasament. E´s una funcio´ del temps que comenc¸a amb el valor x(0) = 0 perque`suposem que abans de l’inici del vessament no hi ha contaminacio´. Fem aquestesconsideracions:
• La quantitat de contaminant present a l’embasament de Sau e´s xV .
• La quantitat de contaminant que entra a l’embasament per unitat de temps e´s
aq, on a e´s la concentracio´ de contaminant al Ter, que suposem que e´s constant.
• La quantitat de contaminant que surt de l’embasament per unitat de temps e´s xq.
• La variacio´ de contaminant a l’embasament ve donada per la derivada
d
dt
(xV ).
• La variacio´ de contaminant a l’embasament ve donada per la difere`ncia entre elcontaminant que entra i el que en surt.
La conclusio´ e´s que s’ha de complir aquesta equacio´ diferencial
d
dt
(xV ) = aq − xq.
La solucio´ particular d’aquesta equacio´ diferencial amb les condicions inicials x(0) = 0en donara` la funcio´ x(t) que calcula la concentracio´ de contaminant a l’aigua que surtde l’embasament.Aquesta equacio´ diferencial e´s auto`noma i es pot resoldre pel mateix me`tode queles equacions dels exemples anteriors. Comencem escrivint l’equacio´ en la forma
dx
a− x =
q
V
dt.
Integrem els dos costats i obtenim
− log |a− x | = q
V
t + C
158 25. Resolucio´ d’algunes equacions diferencials auto`nomes
que ens do´na la solucio´ general
x = a− k exp
(
− q
V
t
)
.
Les condicions inicials x(0) = 0 impliquen que la constant k val k = a. Per tant, lasolucio´ particular que ens interessa e´s
x(t) = a(1− exp(−qt/V )).
E´s a dir, la contaminacio´ a l’aigua que surt de l’embasament comenc¸a amb el valor
x(0) = 0 i s’acosta asimpto`ticament al valor x(∞) = a seguint una corba de tipusexponencial. D’aquesta manera, si coneixem el valor de a (concentracio´ del contaminantal Ter) podem calcular efectivament el valor de x (concentracio´ del contaminant a l’aiguaque surt de l’embasament de Sau) en qualsevol instant de temps t . Si dibuixem aquestafuncio´ obtenim
Que` passa si aturem el vessament al Ter quan la contaminacio´ a Sau val x0? L’e-quacio´ diferencial
d
dt
(xV ) = aq − xq
seguira` essent va`lida i la solucio´ general seguira` essent
x = a− k exp
(
− q
V
t
)
pero` ara tenim a = 0 i les condicions inicials seran x(0) = x0. Tindrem
x(t) = x0 exp(−qt/V ).
La contaminacio´ a l’aigua de sortida comenc¸ara` amb el valor x0 i tendira` exponencial-ment a zero a llarg termini. La corba sera`
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25.3 Una generalitzacio´ del model log´ıstic
La corba log´ıstica presenta una simetria que no sempre s’adapta a les observacions:l’etapa d’acceleracio´ fins el punt d’inflexio´ e´s sime`trica de l’etapa de desacceleracio´ apartir del punt d’inflexio´. En moltes situacions pra`ctiques, aixo` no e´s el que s’observai s’han proposat models del tipus
dN
dt
= rN
(
1−
(
N
K
)s)
.
Per exemple
• J. R. Usher el 1980 va proposar una equacio´ com aquesta per a determinar la dosio`ptima de radiotera`pia en el tractament de tumors. El para`metre s > 0 depe`ndel tipus de tumor.2
• En un estudi de l’alc¸ada (en funcio´ de l’edat) dels pins de Monterrey (Pinusradiata) a Nova Zelanda, es va trobar que una equacio´ com aquesta amb valorsde s entre 0.6 i 0.9 s’adaptava millor a les observacions.3
• En un estudi4 del ritme de vendes de les parcel.les d’una gran urbanitzacio´ es vaveure que una equacio´ com aquesta amb s = 5.85 donava un millor model que elde la corba log´ıstica.
Observem que si s = 1 retrobem l’equacio´ log´ıstica. Aquesta generalitzacio´ del’equacio´ log´ıstica e´s tambe´ una equacio´ auto`noma que es pot resoldre pel mateix
2Vegeu G. W. Swan, Optimization of Human Cancer Radiotherapy, Lect. Notes Biomath. 42, 1981.3Vegeu Oscar Garc´ıa, Height growth of Pinus radiata in New Zealand, New Zeal. J. Forestry. Sci.29(1): 131–145 (1999).4Vegeu Robert B. Banks, Growth and Diffusion Phenomena: Mathematical Frameworks and Applica-tions, Springer 1994, p. 112.
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me`tode que hem usat en el cas log´ıstic. Comencem escrivint l’equacio´ d’aquesta manera
dN
N(K s − Ns) =
r
K s
dt.
Ara integrem els dos costats de l’equacio´. La integral de la dreta e´s senzilla, pero` laintegral de l’esquerra requereix que fem el canvi de variable Ns = M que la converteixen la integral
1
s
∫
1
M(K s −M) dM =
1
sK s
∫ (
1
M
+
1
K s −M
)
dM =
1
sK s
log
∣∣∣∣ MK s −M
∣∣∣∣ .
Desfent el canvi, obtenim
1
sK s
log
∣∣∣∣ NsK s − Ns
∣∣∣∣ = rK s t + C .Si ara prosseguim igual que ho fe`iem en el cas de la log´ıstica, arribem a la solucio´general
N =
K
(1 + k exp(−rst))1/s .Si dibuixem aquesta funcio´ veiem que e´s una mena de corba log´ıstica “descompensada”en la que les fases d’acceleracio´ i desacceleracio´ no so´n sime`triques una de l’altra.
25.4 Fem-ho amb sage
sage te´ diverses eines per resoldre equacions diferencials ordina`ries. La me´s ba`sicae´s la funcio´ desolve(). Per exemple, si volem resoldre l’equacio´ del creixement expo-nencial y ′ = rex , fem aixo`:
sage: r=var(’r’)
sage: y=function(’y’)(x)
25. Resolucio´ d’algunes equacions diferencials auto`nomes 161
sage: desolve(diff(y,x)==r*y,y,ivar=x)
_C*e^(r*x)La prese`ncia d’una variable r a l’equacio´ ens obliga a declarar quina e´s la variableindependent. Ho fem amb ivar=x. Resolem ara l’equacio´ log´ıstica.
sage: K,r,t=var(’K,r,t’)
sage: N=function(’N’)(t)
sage: desolve(diff(N,t)==r*N*(1-(N/K)),N,ivar=t)
-(log(-K + N(t)) - log(N(t)))/r == _C + tObservem que la solucio´ ens ve donada en forma impl´ıcita. Aixo` e´s aix´ı en totes lesequacions separables.
sage: K,r,t,s=var(’K,r,t,s’)
sage: N=function(’N’)(t)
sage: desolve(diff(N,t)==r*N*(1-(N/K)^s),N,ivar=t)
(s*log(N(t)) - log(-K^s + e^(s*log(N(t)))))/(r*s) == _C + t
26. Equilibri i estabilitat
26.1 Equilibris d’una equacio´ diferencial
El concepte d’equilibri pot ser molt ampli pero` per a nosaltres, quan parlem de sistemesgovernats per una equacio´ diferencial, un estat d’equilibri voldra` dir un estat en que`la variable que estem estudiant es mante´ constant. Per tant,
Els equilibris d’una equacio´ diferencial so´n les solucions constants d’a-questa equacio´ diferencial.
Determinar els equilibris d’una equacio´ diferencial e´s, en general, forc¸a me´s senzillque resoldre l’equacio´. Si y e´s un equilibri, y e´s constant i, per tant, y ′ = 0. Substituint
y ′ = 0 a l’equacio´, podem trobar els valors de y , que seran els equilibris de l’equacio´.
26.2 Alguns exemples
• Equilibris del creixement exponencial. L’equacio´ e´s
y ′ = ry(amb r 6= 0) i y ′ = 0 ens do´na una u´nica solucio´ y = 0. Per tant, aquest e´s l’u´nicequilibri de l’equacio´.• Equilibris del creixement log´ıstic. L’equacio´ e´s
y ′ = ry
(
1− y
K
)
(amb r 6= 0). Si substitu¨ım y ′ = 0 veiem que hi ha exactament dos equilibris:
y = 0 i y = K . Si la poblacio´ e´s 0 o K , es mante´ constant, i aquests so´n els dosu´nics casos en que` la poblacio´ es pot mantenir constant.• Creixement log´ıstic amb emigracio´ proporcional. Suposem que tenim una po-blacio´ que segueix un model de tipus log´ıstic en el que una certa proporcio´ mde la poblacio´ emigra (o e´s capturada) i abandona la poblacio´. El creixementd’aquesta poblacio´ vindra` donat per una equacio´ diferencial com aquesta:
N ′ = rN
(
1− N
K
)
−mN
on r e´s la taxa de reproduccio´, K e´s la capacitat del medi i m, com ja hem dit e´sla proporcio´ de la poblacio´ que emigra cada unitat de temps. Podr´ıem resoldreaquesta equacio´ (e´s una equacio´ auto`noma) pero` ara ens preocupem dels seusequilibris. Posem N ′ = 0 i resolem l’equacio´ que s’obte´
0 = rN
(
1− N
K
)
−mN.
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Els equilibris so´n
N1 = 0; N2 = K
(
1− m
r
)
.
Si N representa la mida d’una poblacio´, nome´s hem de considerar els valors amb
N ≥ 0. Per tant,
– Si m ≥ r , l’u´nic equilibri e´s N = 0.– Si m < r , hi ha dos equilibris: N = 0 i N = K (1− (m/r)).
• Creixement log´ıstic amb emigracio´ constant. En el model anterior hem suposatque l’emigracio´ e´s proporcional a la poblacio´. Tambe´ podem considerar un modelen que` l’emigracio´ e´s constant igual a M individus per unitat de temps:
N ′ = rN
(
1− N
K
)
−M.
Els equilibris d’aquest (interessant) model els podem trobar resolent una equacio´de segon grau
N2 − K N + K M = 0.
Observem que aquest model es pot aplicar sense canvis a una poblacio´ de peixos,de manera que el para`metre M no representaria l’emigracio´, sino´ l’extraccio´ depeixos (la pesca). Cone`ixer els estats d’equilibri en funcio´ del valor de M ens potajudar a entendre el concepte de pesca sostenible.
• El model de Levins de metapoblacions. El 1969 l’eco`leg Richard Levins va pro-posar un model de dina`mica de poblacions que considerava que hi havia un certnombre d’ha`bitats disponibles perque` els habiti una subpoblacio´. En cada mo-ment hi ha una certa proporcio´ p d’ha`bitats ocupats i la proporcio´ complementa`ria
1−p d’ha`bitats buits. Aquesta proporcio´ p varia amb el temps perque` un determi-nat ha`bitat ocupat pot quedar buit per extincio´ de la subpoblacio´ i un determinatha`bitat buit pot quedar ocupat per migracio´. Aleshores, l’equacio´ de Levins quegoverna el comportament de la funcio´ p e´s
p′ = cp(1− p)−mp
que e´s essencialment la mateixa equacio´ del creixement log´ıstic amb emigracio´proporcional que hem considerat abans. E´s fa`cil determinar els equilibris. Si
m ≥ c , l’u´nic equilibri e´s p = 0. En canvi, si m < c , a banda de l’equilibri trivial
p = 0 tenim una segona situacio´ d’equilibri p = 1−(m/c) en la qual hi ha semprela mateixa proporcio´ m/c d’ha`bitats lliures.1
• L’efecte Allee. Els models de poblacio´ que hem estudiat fins ara —exponenciali log´ıstic— tenen un defecte fonamental: quan la poblacio´ e´s molt petita, comque els recursos per capita so´n immensos, el creixement e´s exponencial i, con-sequ¨entment, no hi ha risc d’extincio´. En canvi, l’experie`ncia ens diu que quanuna poblacio´ queda redu¨ıda a una mida molt petita, hi ha un gran risc d’extincio´.Me´s enlla` d’aixo`, Warder Clyde Allee —un dels pioners de l’ecologia— va dur a
1Consulteu l’article Metapopulation a wikipedia.org.
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terme diversos experiments que van posar de manifest que sovint succeeix exac-tament el contrari del que prediuen els models log´ıstic i exponencial: la densitatde poblacio´ i la cooperacio´ entre individus actuen positivament sobre la taxa dereproduccio´. Aquest fenomen te´ diverses explicacions: cooperacio´ a l’hora d’a-conseguir aliment, cooperacio´ a l’hora de defensar-se dels depredadors, etc. Se’ndiu l’efecte Allee.2E´s possible trobar un model de poblacio´ que incorpori aquestes idees. Per exem-ple, l’equacio´ diferencial
N ′ = rN
(
1− N
K
)(
N
A
− 1
)
s’obte´ afegint un terme extra a l’equacio´ log´ıstica. Vegem el significat de cadaterme:
– N ′ = rN ens do´na el creixement exponencial. r e´s la taxa de reproduccio´.– El terme segu¨ent 1−(N/K ) ens diu que la taxa de reproduccio´ no e´s constantperque`, a mida que la poblacio´ creix i s’acosta a la capacitat del medi K , lataxa va disminuint. Fins aqu´ı, tenim l’equacio´ log´ıstica.– El terme addicional que hem inclo`s per tenir en compte l’efecte Allee e´s
(N/A)− 1 que fa que, si la poblacio´ cau per sota del llindar d’extincio´ A, lataxa de creixement es converteix en negativa i la poblacio´ s’extingira`.
E´s fa`cil calcular els equilibris d’aquest model. Prenem N ′ = 0 i resolem l’equacio´que s’obte´. Hi ha tres equilibris: N = 0 i N = K (que ja existien en el modellog´ıstic) i un tercer equilibri N = A.
26.3 Estabilitat d’un equilibri
Ja sabem que hi ha dos tipus d’equilibri: estable i inestable. La difere`ncia entre aquestsdos tipus e´s la segu¨ent:
Un equilibri e´s estable si quan ens apartem lleugerament de l’equilibri elsistema tendeix a retornar a l’equilibri. E´s inestable si quan ens apartemlleugerament de l’equilibri el sistema tendeix a allunyar-se encara me´sde l’equilibri.
Com podem determinar si un equilibri e´s estable o inestable? Suposem que y e´sla solucio´ general d’una equacio´ diferencial i que ye e´s un equilibri. Per decidir si e´sestable o inestable, hem d’estudiar el comportament de y ′ en funcio´ de y a un petitentorn del punt d’equilibri y = ye . Per exemple, imaginem que quan expressem y ′ enfuncio´ de y obtenim una corba com aquesta
2Per a me´s informacio´, vegeu l’entrada Allee effect a wikipedia.org.
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Els equilibris es produeixen quan y ′ = 0 per tant veiem que hi ha tres equilibris:
0, a i b. Observem aixo`:
• Si ens apartem una mica del valor y = 0 veiem que la corba esta` per sota de l’eixhoritzontal. Aixo` vol dir que y ′ < 0 i, per tant, y e´s decreixent. Aixo` vol dir que
y retornara` cap el valor y = 0. En conclusio´, l’equilibri y = 0 e´s estable.
• Si ens apartem una mica del valor y = a, cap a un valor de y una mica superior,veiem que la corba esta` per sobre de l’eix horitzontal. Aixo` vol dir que y ′ > 0 i,per tant, y e´s creixent. Aixo` vol dir que y s’allunyara` encara me´s del valor y = a.En conclusio´, l’equilibri y = a e´s inestable.
• Si ens apartem una mica del valor y = b, cap a un valor de y una mica superior,veiem que la corba esta` per sota de l’eix horitzontal. Aixo` vol dir que y ′ < 0 i,per tant, y e´s decreixent. Aixo` vol dir que y retornara` cap el valor y = b. Si ensapartem una mica del valor y = b, cap a un valor de y una mica inferior, veiemque la corba esta` per sobre de l’eix horitzontal. Aixo` vol dir que y ′ > 0 i, pertant, y e´s creixent. Aixo` vol dir que y retornara` cap el valor y = b. En conclusio´,l’equilibri y = b e´s estable.
En el cas de les equacions auto`nomes, aquest estudi e´s molt fa`cil de fer perque`aquestes equacions tenen la forma
y ′ = g(y)
i n’hi ha prou amb estudiar el valor de la derivada de la funcio´ g en els punts d’equilibri.Suposem que ye e´s un punt d’equilibri. Aleshores,
• Si dgdy (ye) > 0, l’equilibri e´s inestable.• Si dgdy (ye) < 0, l’equilibri e´s estable.
Repassem ra`pidament l’estabilitat dels equilibris que hem trobat en els exemplesde l’apartat anterior.
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• Exponencial. L’u´nic equilibri e´s y = 0, que e´s inestable.
• Log´ıstic. Hi ha dos equilibris: y = 0 i y = K . El primer e´s inestable i el segone´s estable.
• Log´ıstic amb emigracio´ proporcional. Si m ≥ r , l’u´nic equilibri e´s y = 0 que e´sestable. Si m < r hi ha dos equilibris: y = 0 que e´s inestable i y = K (1− (m/r))que e´s estable.
• log´ıstic amb emigracio´ constant. Si M > K/4, no hi ha equilibris. Si M = K/4, hiha un u´nic equilibri N = K/2, que e´s inestable. Si M < K/4 hi ha dos equilibris
N1 < K/2, inestable i N2 > K/2, estable.• L’equacio´ d’Allee. Els equilibris y = 0 i y = K so´n estables. L’equilibri y = A, querepresenta que la poblacio´ esta` exactament en el llindar d’extincio´, e´s inestable.
Exercicis
A. Exercicis teo`rics
IV.A.1. Trobeu la solucio´ general y(t) de les equacions diferencials segu¨ents:
(a) y ′ − t sin t = 0.(b) y ′ = 2t .(c) y ′ = 4y2.(d) y ′ = ty .(e) y ′ = 12y(100− y).(f ) y ′ = (y2 − 1)/2.(g) y ′ = y2 cos(t).(h) y ′ = 4y − y3.
IV.A.2. Trobeu la solucio´ particular y(t) d’aquestes equacions diferencials amb les con-dicions inicials donades. Estudieu el comportament d’aquesta solucio´ particularquan t → ±∞.
(a) t2dt + 2ydy = 0, y(0) = −2.(b) y ′ = y sin t , y(pi) = −3.(c) y ′ = 8t3e−2y , y(1) = 0.(d) y ′ = −1/y , y(0) = −1.
IV.A.3. Resoleu l’equacio´ diferencial y ′ = ry log(K/y) (r > 0 i K > 0 so´n constants i
y > 0) i expresseu el resultat en funcio´ de y(0). (E´s l’equacio´ de Gompertz,que s’ha utilitzat per modelar el creixement dels tumors i, me´s en general, elcreixement d’una poblacio´ amb recursos limitats.)
IV.A.4. Considereu l’equacio´ diferencial y ′ = 3y2/3. Resoleu-la. Trobeu dues solucionsparticulars amb les condicions inicials y(0) = 0 (en aparent contradiccio´ ambel teorema d’unicitat de solucions).
IV.A.5. Trobeu els equilibris de l’equacio´ diferencial y ′ = y(2− y) i estudieu-ne l’esta-bilitat. Resoleu-la.
IV.A.6. Considereu l’equacio´ diferencial y ′ = y2 − 6y + 5. Trobeu els seus equilibris iestudieu-ne l’estabilitat. Trobeu la solucio´ particular amb les condicions inicials
y(1) = 0.
IV.A.7. Considereu l’equacio´ diferencial y ′ + 2√y = y . Trobeu els seus equilibris iestudieu-ne l’estabilitat. Trobeu la solucio´ particular amb les condicions inicials
y(1) = 0. (Indicacio´: feu el canvi de variable z = √y .)
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IV.A.8. Considereu l’equacio´ diferencial y ′ = y2 − y − 6. Trobeu els seus equilibris iestudieu-ne l’estabilitat. Feu un dibuix de les seves solucions.
IV.A.9. Considereu aquest sistema de dues equacions diferencials
x ′ = −3f (t)
y ′ = 2yf (t)
on f (t) 6= 0 e´s una funcio´ desconeguda. Determineu y com a funcio´ de x .
B. Exercicis d’aplicacio´
IV.B.1. Un model de difusio´ d’un rumor assenyala que la rapidesa amb que` s’escampae´s proporcional al producte de la poblacio´ P que ha escoltat el rumor i lapoblacio´ que no l’ha escoltat. Plantegeu una equacio´ diferencial per a la funcio´
P(t), segons aquest model. Un poble te´ 1000 habitants i a les 8 del mat´ı 80persones han escoltat un rumor. Al migdia la meitat del poble ha escoltat elrumor. Segons aquest model, a quina hora tindrem que el 90% de la poblacio´haura` escoltat el rumor?
IV.B.2. En una reaccio´ qu´ımica elemental, les mole`cules de dos reactius A i B formenuna mole`cula del producte C : A+B → C . La llei d’accio´ de masses afirma quela velocitat de reaccio´ e´s proporcional al producte de les concentracions (mol/l)de A i B . Denoteu per x(t) la concentracio´ de C i per a i b les concentracionsinicials de A i B , respectivament. (a) Plantegeu una equacio´ diferencial per ala funcio´ x(t). (b) Resoleu-la distingint els casos a = b i a 6= b. (c) Trobeu x(t)en el cas a = b si sabem que x(20) = a/2.
IV.B.3. Suposem que a l’embassament de Sau hi ha 120 milions de metres cu´bics d’ai-gua (no contaminada), que el Ter hi entra amb un cabal de 5 metres cu´bicsper segon i que l’embassament desaigua a la mateixa velocitat. Si hi ha unvessament continuat d’un contaminant al Ter de manera que l’aigua que entra al’embassament a partir d’un moment conte´ 0.005 gr/cm3 d’aquest contaminant,calculeu en quin moment la concentracio´ de contaminant a l’aigua de l’embas-sament sera` de 0.001 gr/cm3. Apliqueu el model estudiat en el curs.
IV.B.4. En les condicions de l’exercici anterior, suposem que el vessament al Ter s’aturaprecisament quan la concentracio´ a l’aigua que surt de Sau e´s de 0.001 gr/cm3.Quant de temps haura` de passar fins que l’aigua que surt de Sau tingui unaconcentracio´ de contaminant de 0.0001 gr/cm3?
IV.B.5. Fem la hipo`tesi que la poblacio´ de senglars de les Gavarres creix segons unmodel log´ıstic amb un coeficient de reproduccio´ aproximat de r = 6.2% anual.Volem autoritzar una proporcio´ de captures per any que faci que la poblacio´estable de senglars es redueixi a la quarta part. Quina ha de ser aquestaproporcio´?
IV.B.6. Els antropo`legs han utilitzat la corba log´ıstica per modelar el creixement dediverses poblacions antigues (dels Pueblo del sud-oest dels actuals Estats Units
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a l’imperi roma`). Suposem que, en un d’aquests estudis, una poblacio´ va arribara una mida estable de 400 milers d’habitants i que, quan la poblacio´ era de100 milers d’habitants, creixia a una velocitat tal que, si el creixement s’hague´smantingut exponencial, la poblacio´ s’hauria multiplicat per dos en 60 anys.Determineu quants anys van haver de passar perque` la poblacio´ es duplique´sefectivament, segons el model log´ıstic.
IV.B.7. S’estima que la mida estable d’una determinada especie de peixos en una zonapesquera seria de 8 × 106 kg, pero` la sobreexplotacio´ ha redu¨ıt la mida de lapoblacio´ a nome´s 2 × 106 kg. Suposem que s’acorda una morato`ria de pesca ique la poblacio´ comenc¸a a cre´ixer segons un model log´ıstic, amb una taxa dereproduccio´ de r = 0.71 (temps en anys). (a) Calculeu la biomassa de la poblacio´despre´s d’un any. (b) Quant de temps ha de passar perque` la biomassa siguide 4× 106 kg?
IV.B.8. Ha aparegut una especie invasora de papallona que, en el seu estat de larva,necessita parasitar una especie concreta de formigues. (Seria el cas, per exem-ple, de la reintroduccio´ de la Maculina arion a Anglaterra, despre´s de la sevaextincio´ el 1979.) Hem identificat els ha`bitats possibles per aquesta papallona ivolem estudiar la seva extensio´ utilitzant el model de Levins de metapoblacions.Observem que quan el 1% dels ha`bitats esta` ocupat, la velocitat de creixementde la proporcio´ d’ha`bitats ocupats e´s de 9 × 10−3 any−1 i quan el 10% delsha`bitats esta` ocupat, aquesta velocitat e´s de 45×10−3 any−1. Determineu quinsera`, segons aquest model, el percentatge estable d’ha`bitats ocupats a llargtermini.
IV.B.9. Uns ambiento`legs estudien la repoblacio´ d’un llac amb 400 peixos quan hanpassat T i 2T anys des de la repoblacio´. Han estimat que la poblacio´ s’hatriplicat despre´s dels primer per´ıode de temps i ha arribat a 2000 peixos despre´sdel segon per´ıode de temps. Suposem un model de creixement log´ıstic. Feuuna estimacio´ de la mida estable de la poblacio´ de peixos, a llarg termini.
IV.B.10. Fo´ra molt interessant poder detectar en una especie la prese`ncia de l’efecteAllee i calcular el llindar d’extincio´, abans que l’especie ja l’hagi superat. Aixo`e´s molt dif´ıcil, pero` s’ha pogut fer en alguns casos.3 Suposem que estudiem lataxa efectiva de creixement d’una poblacio´ durant molts anys i observem quequan expressem N ′/N com a funcio´ de N obtenim la corba
−6× 10−7N2 + 0.0013N − 0.062.
Expliqueu per que` aixo` indica la prese`ncia de l’efecte Allee i determineu elllindar d’extincio´.
IV.B.11. En uns estudis cla`ssics sobre el creixement de determinats tumors en ratolins,4s’ha modelat aquest creixement amb l’equacio´ de Gompertz i s’han determinatexperimentalment els para`metres r = 6.3% (taxa de creixement, en dies) i K =
109 cm3 (mida l´ımit teo`rica del tumor). Feu una estimacio´, segons aquest model,
3Vegeu J.S. Brashares, J.R. Werner, A.R.E. Sinclair, Social ‘meltdown’ in the demise of an island endemic:Allee effects and the Vancouver Island marmot, J of Animal Ec. 2010.4Vegeu A.K. Laird, Dynamics of tumor growth, Br J of Cancer 1964.
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del temps necessari perque` un tumor d’aquest tipus de 3 mm3 multipliqui la sevamida per 100.
Part V:
Vectors i matrius
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27. Vectors, rectes, plans
27.1 Vectors en qualsevol dimensio´
Ja coneixem els vectors del pla: donats dos punts del pla A i B , podem parlar del vectorque neix a A i acaba a B . En podem dir
−→
AB.
Si coneixem les coordenades dels dos punts A i B , coneixerem tambe´ les coordenadesdel vector −→AB . Si A = (a1, a2) i B = (b1, b2), aleshores les coordenades del vector −→ABso´n (b1 − a1, b2 − a2). Podem escriure
−→
AB = (b1 − a1, b2 − a2)
o tambe´ podem usar la notacio´
−→
AB = (b1 − a1)−→i + (b2 − a2)−→j
que utilitza els vectors unitaris ba`sics −→i , −→j .Tot aixo` ho podem fer tambe´ en l’espai de tres dimensions. En aquest cas, elspunts i els vectors vindran determinats no per dues coordenades, sino´ per tres. Si
A = (a1, a2, a3) i B = (b1, b2, b3), aleshores
−→
AB = (b1 − a1, b2 − a2, b3 − a3) = (b1 − a1)−→i + (b2 − a2)−→j + (b3 − a3)−→k
on ara tenim tres vectors unitaris ba`sics −→i , −→j , −→k .Els vectors es poden sumar i multiplicar per escalars. E´s a dir, podem fer opera-cions com aquestes
−→v +−→w , −→v −−→w , r−→vi, me´s en general, podem fer combinacions lineals de vectors
r1
−→v 1 + r2−→v 2 + · · ·+ rk−→v k
on els coeficients r1, . . . , rk so´n nombres reals arbitraris.Observem que aquests dos conceptes de punt i vector, encara que conceptualmentso´n diferents, podem pensar-los com a dues maneres diferents de mirar una mateixacosa. Un punt A es pot assimilar al vector que uneix l’origen de coordenades amb elpunt A i viceversa, un vector −→v es pot assimilar al punt que te´ les seves mateixescoordenades. Per exemple, podem parlar del punt (1,−1, 2) o del vector (1,−1, 2).D’una manera abstracta, tant un punt com un vector so´n simplement una parella denombres (en el pla) o una terna de nombres (a l’espai).
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Res no ens impedeix que, aixo` que hem fet al pla i a l’espai de tres dimensions, hofem tambe´ en un espai de n dimensions. En aquest cas, cada punt de l’espai vindra`determinat per les seves n coordenades i cada vector tindra` tambe´ n coordenades.De vegades, aquest concepte de “vectors en un espai de n dimensions” es veucom una cosa estranya i incomprensible: “Existeix la cinquena dimensio´?” Aquestaincomprensio´ prove´ de no haver ente`s correctament el concepte de dimensio´. La ideafonamental de dimensio´ e´s aquesta: Dimensio´ e´s el nombre de para`metres continus,independents, necessaris per especificar un objecte del nostre camp d’estudi. Posemalguns exemples:
• Si hem de comprar cable de coure, haurem d’especificar la llargada i el gruix. E´sa dir, haurem de donar dos para`metres (continus, independents) que e´s el mateixque donar un punt (o un vector) de l’espai de dues dimensions.
• Si hem de comprar un tauler de fusta haurem d’especificar llargada, amplada igruix (dimensio´ tres) pero` si el tauler no e´s escairat, haurem d’especificar me´spara`metres, per exemple, les longituds de tres dels quatre costats, el gruix idos angles (dimensio´ 6).1 Si volem que les quatre cantonades estiguin arro-donides, haurem d’especificar un para`metre extra —el radi de la circumfere`nciad’arrodoniment— i tindrem que un tauler com aquest vindra` donat per un vectoren un espai de dimensio´ igual a 7.
• Si hem d’encarregar un neuma`tic per al cotxe, haurem d’especificar una se`rie depara`metres com ara P225/50R16-91S. De tots aquests para`metres, n’hi ha tresque so´n continus i independents: (225, 50, 16). Per tant, podem pensar cada midade neuma`tic com un punt d’un espai de dimensio´ tres.
• Un observatori meteorolo`gic envia, cada cinc minuts, informacio´ sobre pressio´atmosfe`rica, temperatura, humitat, velocitat del vent, direccio´ del vent i radiacio´solar. So´n sis para`metres (continus, independents) i formen un vector en un espaide dimensio´ sis.
• En un estudi ornitolo`gic capturem exemplars d’au d’una determinada espe`cie iprenem nota de les seves mesures ba`siques (longitud, pes, mida del bec, enver-gadura, etc.) que poden donar lloc a sis o set para`metres: un vector en un espaide dimensio´ sis o set.
• En cada instant de temps, les cotitzacions de les 30 empreses que estan inclosesa l’´ındex Dow Jones formen un vector en un espai de dimensio´ 30.
La conclusio´ e´s que treballar amb espais de dimensio´ arbitra`riament gran no e´s capelucubracio´, sino´ que e´s una activitat matema`tica natural, de gran intere`s pra`ctic.
1Fixem-nos que els para`metres han de ser “independents”. Si donem els quatre costats, el gruix idos angles, tenim 7 para`metres, pero` no so´n independents perque` la longitud del quart costat ja quedadeterminada pels altres para`metres. D’aquesta manera, la dimensio´ no e´s 7, sino´ que e´s 6.
174 27. Vectors, rectes, plans
27.2 El producte escalar
A banda de la suma de vectors, els vector admeten una operacio´ molt interessant ques’anomena producte escalar. Si −→v i −→w so´n dos vectors (d’un mateix espai), el seuproducte escalar s’indica amb alguna d’aquestes dues notacions cla`ssiques
−→v · −→w , 〈−→v ,−→w 〉.
Normalment, utilitzarem la primera notacio´. Les propietats fonamentals d’aquesta ope-racio´ so´n:
• El producte escalar de dos vectors e´s un escalar (no un vector!). D’aqu´ı li ve elnom.• El producte escalar es pot calcular immediatament a partir de les coordenadesdels vectors. Si −→v = (v1, . . . , vn) i −→w = (w1, . . . ,wn), aleshores
−→v · −→w = v1w1 + · · ·+ vnwn.
• El producte escalar compleix la propietat commutativa: −→v · −→w = −→w · −→v .• El producte escalar es comporta, respecte de les altres operacions entre vectors(suma i producte per escalars), de la manera esperada:
−→u · (r−→v + s−→w ) = r(−→u · −→v ) + s(−→u · −→w ).
• El producte escalar esta` molt relacionat amb la mesura de dista`ncies. Si desig-nem d(A,B) la dista`ncia entre els punts A i B , aleshores
d(A,B)2 =
−→
AB · −→AB.
Dit d’una altra manera, si denotem per |−→v | la longitud (o mo`dul, o norma) delvector −→v , es compleix
|−→v | =
√−→v · −→v .Aixo` no e´s me´s que una reformulacio´ del cla`ssic teorema de Pita`gores.• El producte escalar esta` molt relacionat amb la perpendicularitat: Els vectorsperpendiculars so´n els que donen zero quan els multipliques.• El producte escalar esta` molt relacionat amb la mesura d’angles. Suposem quetenim dos vectors −→u , −→v i denotem per α la mesura de l’angle que formen. Ales-hores, es compleix aquesta fo´rmula ba`sica
−→u · −→v = |−→u | |−→v | cos(α).
Amb aquesta fo´rmula, si coneixem les coordenades de dos vectors, podem calcularimmediatament l’angle que formen. Observem que, a partir d’aquesta fo´rmula, e´sclar que dos vectors so´n perpendiculars exactament quan el seu producte escalare´s zero.
En certa manera, el producte escalar e´s el fonament de tota la geometria elementald’angles i dista`ncies.
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27.3 Fem-ho amb sage
Podem treballar amb vectors de qualsevol dimensio´, calcular productes escalars i lon-gituds de vectors. La sintaxi apropiada la podem veure en aquests exemples:
sage: u=vector([1,1,0,-1,-3,3])
sage: u
(1, 1, 0, -1, -3, 3)
sage: norm(u)
sqrt(21)
sage: norm(u).N()
4.58257569495584
sage: v=vector([0,1,1,-2,-2,4])
sage: u*v
21
sage: u-2*v
(1, -1, -2, 3, 1, -5)
sage: def angle(x,y):
....: return arccos(x*y/(norm(x)*norm(y)))
....:
sage: angle(u,v).N()
0.453961251572380
28. Geometria en 3D
28.1 Rectes i plans en 3D
En aquest apartat considerarem com so´n les equacions de rectes i plans en un espai detres dimensions. Com hem dit abans, podr´ıem estudiar, sense me´s complicacio´, el casgeneral d’una dimensio´ n arbitra`ria, pero` per simplicitat ens restringirem a la dimensio´tres.
Equacio´ d’un pla
L’equacio´ general d’un pla en dimensio´ 3 e´s
ax + by + cz = d .
Aquest pla esta` format, lo`gicament, per tots els punts de coordenades (x , y , z) quesatisfacin aquesta equacio´. Observem:
• Si fem variar el valor del terme independent d , obtindrem tots els plans paral.lelsal pla ax + by + cz = d . En particular, el pla paral.lel que passa per l’origen e´sel pla ax + by + cz = 0.
• El vector −→n = (a, b, c) e´s perpendicular al pla. Direm que e´s un vector normal alpla. Per comprovar-ho, traslladem el pla a l’origen: ax + by + cz = 0, prenem araun vector −→v = (x , y , z) que estigui contingut en aquest pla i, finalment, observemque −→n · −→v = 0.
Equacio´ d’una recta
Hi ha dues maneres d’expressar una recta en dimensio´ tres. En primer lloc, ho podemfer com a interseccio´ de dos plans: si donem les equacions de dos plans (diferents i noparal.lels), les dues equacions, simulta`niament, determinaran una recta. Per exemple,la recta {
x − 5y = −18
4x + z = 7La segona manera consisteix en donar un punt de la recta P i un vector director −→vde manera que tots els punts de la recta s’obtindran sumant al punt P mu´ltiples delvector director. Per exemple
(x , y , z) = (2, 4,−1) + t(1, 5,−4).
En aquesta equacio´ hi apareix un para`metre t que pot prendre qualsevol valor. Diremque e´s una equacio´ parame`trica de la recta.
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28.2 Exemples
• Pla perpendicular a una recta. Trobeu l’equacio´ del pla que passa pel punt
A = (1, 1,−2) i e´s perpendicular a la recta que passa pels punts B = (0, 1, 2) i
C = (1,−1, 3).La recta que passa per B i C te´ com a vector director el vector −→BC = (1,−2, 1).Els plans perpendiculars a aquest vector so´n els plans x − 2y + z = d , per aqualsevol valor de d . De tots aquests plans, l’u´nic que passa per A e´s el pla
x − 2y + z = −3.• Pla determinat per tres punts. Trobeu l’equacio´ del pla que passa pels punts
A = (1, 1, 1), B = (1,−2,−2) i C = (3, 1,−1).Aquest pla tindra` una equacio´ ax+by+cz = d . Hem de determinar els valors delscoeficients a, b, c i d per tal que les coordenades dels tres punts que ens donencompleixin l’equacio´ del pla. Ho podem fer resolent un sistema (compatible) detres equacions amb quatre inco`gnites. La solucio´ e´s el pla x − y + z = 1.• Costats i angles d’un triangle. Trobeu les longituds dels costats i la mesura delsangles del triangle que te´ per ve`rtex els punts A = (1, 1, 1), B = (1,−2,−2) i
C = (3, 1,−1).Comencem determinant els vectors −→AB = (0,−3,−3), −→AC = (2, 0,−2) i −→BC =
(2, 3, 1). Les longituds d’aquests vectors (que so´n les longituds dels costats deltriangle) les podem trobar usant el producte escalar
|−→AB| =
√
(−3)2 + (−3)2 = 3
√
2;
|−→AC | =
√
22 + (−2)2 = 2
√
2;
|−→BC | =
√
22 + 32 + 12 =
√
14.
Per calcular l’angle α que formen els vectors −→AB i −→AC tornem a utilitzar el pro-ducte escalar.
α = arccos
−→
AB · −→AC
|−→AB| |−→AC |
= arccos(1/2) = 60◦.
Per calcular l’angle β que formen els vectors −→BA i −→BC tornem a utilitzar el pro-ducte escalar.
β = arccos
−→
BA · −→BC
|−→BA| |−→BC |
= arccos(2/
√
7) ≈ 40.89◦.
El tercer angle no cal calcular-lo perque` sabem que la suma dels tres angles d’untriangle val 180◦ i, per tant, aquest tercer angle val ≈ 79.10◦.• Angle entre dos plans. Trobeu l’angle entre els plans x+y+z = 2 i 2x+x−z = −5.L’angle entre dos plans sera` el mateix que l’angle entre els seus vectors normals.Aquests vectors normals so´n els vectors −→u = (1, 1, 1) i −→v = (2, 1,−1) i l’angleque formen e´s
α = arccos
−→u · −→v
|−→u | |−→v | = arccos(
√
2/3) ≈ 61.9◦.
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• Dista`ncia d’un punt a un pla. Trobeu la dista`ncia del punt A = (−1, 2, 2) al pla
2x − y − z = 6.El vector normal al pla e´s el vector −→n = (2,−1,−1). La recta que passa pel punt
A i e´s perpendicular al pla e´s la recta
(x , y , z) = (−1, 2, 2) + t(2,−1,−1).
El punt on aquesta recta talla el pla e´s el punt corresponent a t = 2, e´s a dir,e´s el punt B = (3, 0, 0). La dista`ncia entre A i el pla sera` la dista`ncia entre elspunts A i B , que val 2√6.
• Dista`ncia entre dues rectes. Trobeu la dista`ncia entre aquestes dues rectes
(2, 1, 0) + r(−1, 1, 1)
(1, 0,−1) + s(0,−1, 2)
Hem de trobar un punt P = (2 − r , 1 + r , r) a la primera recta i un punt Q =
(1,−s,−1+2s) a la segona recta de manera que el vector −→PQ sigui perpendicularals vectors directors de les dues rectes. Resolent un sistema de dues equacionsobtenim que aquests punts so´n P = (16/7, 5/7,−2/7) i Q = (1,−1/7,−5/7).Aleshores, la dista`ncia entre les dues rectes sera` la dista`ncia entre aquests dospunts: d = 3√2/7.
28.3 Dimensions superiors a tres
Tot el que hem fet fins ara es pot fer amb vectors de n dimensions, per a qualsevolvalor de n. La principal difere`ncia estara` en que, de la mateixa manera que a l’espai dedimensio´ 3 tenim rectes i plans, en un espai de dimensio´ n tindrem exactament n − 1tipus diferents d’objectes intermedis entre els punts i l’espai total. En direm subespaisde dimensio´ k , per k = 1, . . . , n− 1. Aix´ı, els subespais de dimensio´ 1 seran les rectes,els de dimensio´ 2 seran els plans, hi haura` els subespais de dimensio´ 3, 4, etc. finsels subespais de dimensio´ ma`xima, que seran els de dimensio´ n − 1. Aquests darrerssubespais s’anomenen hiperplans.De la mateixa manera que una equacio´ al pla representa una recta i una equacio´a l’espai 3D representa un pla, una equacio´ a l’espai de dimensio´ n representa unhiperpla`. Per exemple, si considerem vectors en l’espai de dimensio´ 7 (e´s a dir, vectorsamb 7 coordenades), aquesta equacio´
2x1 − 3x2 + x3 − 2x4 +
√
5x5 − x6 + (1/3)x7 = −pi
determinara` un hiperpla` amb vector normal (2,−3, 1,−2,√5,−1, 1/3).Quan passem de l’espai de tres dimensions a un espai de dimensio´ superior, cal anaramb compte amb les possible interseccions dels subespais. Per exemple, dos plans en3D es tallen, en general, en una recta, pero` en dimensio´ 4 podem tenir dos plans quees tallin en un u´nic punt. La fo´rmula general que governa tot aixo` e´s aquesta. Suposemque X i Y so´n subespais d’un espai de dimensio´ n, de dimensions r i s respectivament.
28. Geometria en 3D 179
Aleshores, o be´ X i Y no es tallen o es tallen en un subespai Z que pot tenir qualsevoldimensio´ entre max(0, r +s−n) i min(r , s). Per exemple, dos plans en dimensio´ 4 podentallar-se en un punt, en una recta o en un pla. Un subespai de dimensio´ 3 i un pla endimensio´ 4 es poden tallar en una recta o en un pla, etc.
29. Introduccio´ al clustering
29.1 Plantejament del problema
Suposem que tenim un gran nombre de dades emp´ıriques sobre individus que sabem ocreiem que pertanyen a dues o tres (o me´s) poblacions diferents. L’objectiu e´s desenvo-lupar algun me`tode per assignar cadascun d’aquests individus (i d’altres individus queestudiem en el futur) a la seva poblacio´. Posem alguns exemples per entendre millorde que` estem parlant.
• Tenim bases de dades sobre l’aspecte visual de molts tumors al pit i els onco`legsvoldrien disposar d’un me`tode per deduir, a partir de l’ana`lisi visual i amb unabona probabilitat d’encert, si un tumor al pit e´s maligne o no ho e´s.
• Disposem d’una gran base de dades meteorolo`giques sobre una zona i voldr´ıemidentificar un determinat nombre de situacions meteorolo`giques esta`ndard.
• En un jaciment arqueolo`gic hem trobat restes de cera`mica que pertanyen a duescivilitzacions diferents. Analitzem un gran nombre de mostres i en determinemel contingut de diversos metalls (alumini, ferro, magnesi, etc.), amb la intencio´de trobar un criteri que ens permeti assignar cada pec¸a a la civilitzacio´ a que`pertany.
• Hem trobat diversos exemplars d’una planta que voldr´ıem saber si pertany a unavarietat coneguda (i, en cas afirmatiu, a quina). Estudiem un determinat nombrede propietats d’aquests exemplars i necessitem una manera de comparar-les ambles de les varietats conegudes.
• Tenim una gran base de dades sobre els clients d’una empresa i voldr´ıem cate-goritzar aquests clients agrupant-los en un petit nombre de models, de cara a fercampanyes de ma`rqueting me´s eficients.
• Volem classificar les ciutats europees segon la seva eficie`ncia ecolo`gica. Per acadascuna d’elles mesurem un nombre de variables (percentatge de reciclatge,contaminacio´ de l’aire, contaminacio´ acu´stica, u´s d’energies renovables, etc.). Vo-lem determinar si, a partir d’aquestes variables, podem classificar les ciutats endiversos grups.
El clustering e´s el conjunt de te`cniques matema`tiques que s’utilitzen per atacaraquesta mena de problemes.La primera cosa que observem e´s que es tracta d’un problema clarament multidi-mensional. En efecte, si en els exemples anteriors trobe´ssim una u´nica variable que ensdisting´ıs entre els diversos clu´sters, el problema seria trivial. Per exemple: Suposemque volem distingir qu´ımicament el vi fet amb garnatxa del vi fet amb carinyena. Si,
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per exemple, detecte´ssim que el vi de garnatxa conte´ sempre una determinada antocia-nina caracter´ıstica, mentre que el vi de carinyena no la conte´ mai, aleshores no caldriafer clustering: n’hi hauria prou amb detectar anal´ıticament la prese`ncia o abse`nciad’aquesta antocianina concreta. En els casos reals, aquesta situacio´ no es do´na i calconsiderar un gran nombre de variables, de manera que el problema es converteix enmultidimensional.Considerem amb me´s detall un altre exemple.1 Volem caracteritzar el suc de les ta-ronges, les mandarines i els seus h´ıbrids a partir de l’ana`lisi qu´ımica dels carotenoidesque contenen. Procedim d’aquesta manera:
1. Seleccionem un gran nombre de varietats de taronges (T ), mandarines (M) ih´ıbrids (H). En l’estudi citat, 12 varietats de T , 6 de M i 14 de H . Fem unaextraccio´ de suc, en condicions experimentals perfectament controlades.
2. Identifiquem 12 tipus de carotenoide presents en els sucs d’aquests c´ıtrics. Uti-litzant ana`lisi cromatogra`fica determinem les quantitats de cadascun d’aquest 12carotenoides en el suc de cadascuna de les 32 varietats de c´ıtrics.
3. El resultat experimental consisteix, doncs, en 32 vectors (un per a cada varietat)de dimensio´ 12 (una per a cada carotenoide). Aix´ı,
v28 = (a
1
28, a
2
28, . . . , a
12
28)
vol dir que el suc de la varietat 28 (que e´s la taronja sanguina) te´ un contingutigual a a128 del carotenoide nu´mero 1, (neocrom), un contingut igual a a228 del ca-rotenoide nu´mero 2, (anterxantina), etc. Com que aquests 28 vectors en dimensio´12 no els podem visualitzar, les seves propietats cal estudiar-les utilitzant leseines de la geometria en dimensio´ 12.
4. Imaginem que el contingut de, diguem, β-criptoxantina (que e´s el carotenoidenu´mero 10 de la nostra llista) s’hague´s distribu¨ıt aix´ı entre les 32 varietats (l’eixhoritzontal indica el contingut en β-criptoxantina i cada lletra indica una de les32 mostres):
Aleshores, veur´ıem (a simple vista, sense cap necessitat d’analitzar matema`tica-ment el resultat) que hi ha exactament tres clu´sters formats per les tres categoriesque volem estudiar i que, per tant, el contingut en aquest carotenoide concretens classifica els c´ıtrics en taronges, mandarines i h´ıbrids.Pero` el resultat experimental no e´s com en el gra`fic anterior, sino´ que s’assemblames a aquest altre:
1El que ve a continuacio´ esta` basat en l’article K. L. Goodner, R. L. Rouseff, H. J. Hofsommer, Orange,Mandarin, and Hybrid Classification Using Multivariate Statistics Based on Carotenoid Profiles, J. Agric.Food Chem. 49 (2001),1146–1150.
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Aqu´ı, no veiem clu´sters evidents perque` ni la β-criptoxantina ni, de fet, cap ca-rotenoide a¨ıllat ens distingeix les tres famı´lies de c´ıtrics.
5. Cal utilitzar, com a mı´nim, dos carotenoides. Imaginem que n’agafem dos deconcrets i aleshores cada c´ıtric ens do´na un punt del pla, que e´s el punt decoordenades (x , y) on x e´s la quantitat del primer carotenoide escollit i y e´s laquantitat del segon. Suposem que obtingue´ssim una gra`fica com la segu¨ent en laque s´ı que s’observessin tres clu´sters relativament ben diferenciats corresponentsa les tres famı´lies de c´ıtrics que volem caracteritzar. Si aixo` passe´s, tindr´ıem elproblema resolt amb la utilitzacio´ de dues variables i la teoria matema`tica delclustering pra`cticament seria supe`rflua.Pero` els resultats experimentals ens diuen que amb dues variables tampoc non’hi ha prou, ni amb tres, ni amb quatre.
En conclusio´: ens calen eines matema`tiques per poder determinar (sense “veure-ho”) si uns punts de l’espai de n dimensions s’agrupen en diversos clu´sters. Aquesteseines matema`tiques formen el que es coneix com a clustering i so´n eines que, enl’actualitat, tenen una importa`ncia immensa en les a`rees de l’ana`lisi de dades (bigdata, data mining, machine learning, bioinforma`tica, etc.).
29.2 Estandarditzacio´
Suposem que els resultats d’unes observacions so´n una se`rie de punts v1, . . . , vn enun espai de dimensio´ m. Cada punt (o vector, com n’hi vulguem dir) representa unaobservacio´ i els seus components representen els valors de cadascuna de les variablesque hem mesurat en aquesta observacio´. En tot el que farem a partir d’ara pensaremque aquestes variables so´n nume`riques o, me´s ben dit, so´n nombres reals. El cas de
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variables no nume`riques tambe´ e´s molt important a la pra`ctica, pero` no el considerarem,per no complicar l’exposicio´.Imaginem que estem fent un estudi de voltors comuns i de cada exemplar hem presuna se`rie de mesures (llargada, pes, envergadura, llargada de la cua, llargada del bec),de manera que el convertim en un vector com aquest
v = (102.5 cm, 8.42 kg, 2.55m, 27.2 cm, 7.6 cm).
Immediatament ens adonem que no podrem operar amb aquests punts (per exemple,calcular la dista`ncia entre dos d’ells) perque`
• Estem utilitzant unitats de mesura diferents (metres i cent´ımetres) i, encara pitjor,magnituds diferents (longitud i pes).
• Les escales de mesura de cada variable no so´n comparables. Per exemple, unadifere`ncia d’un cm a l’envergadura e´s insignificant, pero` una difere`ncia d’un cm ala mida del bec e´s molt notable.
Per tant, abans de comenc¸ar a treballar amb aquestes dades ens cal expressar-les demanera que els diversos components siguin plenament compatibles. La resposta e´sutilitzar un me`tode que es coneix com a estandarditzacio´.Suposem que tenim un gran nombre de valors d’una variable x1, . . . , xn, expressatsen unes certes unitats. Calculem aquests dos valors estad´ıstics fonamentals:
1. La mitjana dels valors
µ =
x1 + · · ·+ xn
n
.
2. La desviacio´ t´ıpica dels valors
σ =
√
(x1 − µ)2 + · · · (xn − µ)2
n − 1 .
El significat de la mitjana e´s ben conegut. La desviacio´ t´ıpica ens mesura com esdispersen els valors respecte de la mitjana: una desviacio´ t´ıpica petita indica que elsnombres x1, . . . , xn estan forc¸a agrupats al voltant de la seva mitjana, mentre que unadesviacio´ t´ıpica2 gran indica que els nombres x1, . . . , xn estan forc¸a allunyats de la sevamitjana. Observem que µ i σ tenen les mateixes unitats que la variable inicial.Per estandarditzar, substitu¨ım cada valor xi per la seva estandarditzacio´ x ′i
x ′i =
xi − µ
σ
.
Observem que els valors x ′i no tenen unitats. So´n valors estandarditzats i, per aixo`mateix, totalment comparables amb els valors estandarditzats de qualsevol altra mesuraque haguem pres, independentment de les seves unitats.
2Aqu´ı no ens podem entretenir discutint la distincio´ entre estad´ıstics mostrals i para`metres poblacio-nals. Hem de deixar-ho per als cursos d’estad´ıstica.
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29.3 El me`tode k-means
En aquesta introduccio´ superficial a les te`cniques de clustering nome´s explicarem3 unu´nic me`tode, potser el me´s cla`ssic de tots, anomenat k-means. En aquest me`tode calhaver decidit a la bestreta el nombre de clu´sters que volem trobar (si no ho sabem,tambe´ hi ha me`todes per determinar-lo, pero` no els estudiarem). Diguem-n’hi k .Tenim inicialment una col.leccio´ de n punts d’un espai de dimensio´ m, v1, . . . , vn isuposem que, si cal, els hem aplicat el proce´s d’estandarditzacio´ descrit a l’apartatanterior. Hem decidit que volem agrupar aquests punts en k clu´sters. Aleshores, femaixo`:
1. Tenim una particio´ en clu´sters aproximada C1, . . . ,Ck .2. Per a cada clu´ster Cj , determinem el seu baricentre, que e´s el punt que te´ per co-ordenades les mitjanes de les coordenades de tots els punts del clu´ster. D’aquestbaricentre n’hi diem bj .3. Per a cada punt xi , calculem les dista`ncies d(xi , bj) d’aquest punt a tots elsbaricentres.4. Definim uns nous clu´sters C ′j de la manera segu¨ent. Si el baricentre me´s properal punt xi e´s el baricentre bj0 , assignem el punt xi al clu´ster C ′j0 .5. Repetim el proce´s tornant a comenc¸ar pel pas 1.
Veiem que tenim un proce´s iteratiu en el qual, presumiblement, anirem trobantclu´sters cada vegada “millors”. El concepte de millor e´s aquest: un clu´ster e´s millorsi els seus punts s’agrupen forc¸a be´ al voltant del seu baricentre. Expliquem aixo` unamica millor. Una bona mesura de la “bondat” d’una agrupacio´ en clu´sters e´s aquesta.Definim
r = suma de les dista`ncies de cada punt al baricentre del seu clu´ster.Com me´s petit sigui el valor de r , millor sera` la distribucio´ en clu´sters. El proce´s queacabem de descriure fa disminuir el valor de r i, per tant, va obtenint clu´sters cadavegada “millors”. Per completar la descripcio´ del me`tode hem de tenir en compte aixo`:
• Per iniciar el proce´s, escollim a l’atzar k punts entre els punts v1, . . . , vn, elsprenem com a baricentres i comencem pel pas 3. El resultat a que` arribemdependra` d’aquesta eleccio´ inicial dels centres.• En el moment que els clu´sters no canvi¨ın quan repetim el proce´s, haurem acabat.• No hi ha garantia que el proce´s ens condueixi al millor resultat possible. A cadaiteracio´, el proce´s fa disminuir el valor de r . Per tant, el proce´s ens conduira`a un mı´nim local de r , que podria ser diferent del mı´nim global. A la pra`ctica,el que fem e´s aplicar aquest proce´s moltes vegades (recordem que cada vegadaque apliquem el proce´s comenc¸arem amb uns centres diferents i, per tant, podemarribar a resultats diferents) i quedar-nos amb el resultat que doni el valor de rme´s petit.
3Molt rudimenta`riament!
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• Es molt senzill programar aquest me`tode amb qualsevol llenguatge que cone-guem. Els llenguatges me´s especialitzats (com e´s R) ja el duen incorporat.
Fem un exemple en dimensio´ dos, de manera que puguem veure com a cada iteracio´ens anem acostant a la “bona” distribucio´ en clu´sters. Comencem amb un cert nombrede punts del pla que “visualment”, sembla que es distribueixin en tres clu´sters.
Posem en marxa el proce´s i observem que` passa a cada nova iteracio´. Els tresclu´sters estan pintats de color blau, vermell i verd, respectivament; els tres centres so´nels punts de color negre i el valor de r apareix, en cada cas, a la part superior.
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29.4 Fem-ho amb sage
L’eina ido`nia per als tipus de problemes que hem estudiat en aquest cap´ıtol e´s elprograma R. Tanmateix, sage pot invocar R, de manera que, sense sortir de sage,podem executar comandes de R, per exemple la comanda sage: r.kmeans() invoca lacomanda kmeans del programa R. D’altra banda, el me`tode k-means e´s molt simplede programar. Com a exemple, els dibuixos de l’exemple anterior estan generats ambaquest codi sage:
sage: def random_between(j,k):
....: a=int(random()*(k-j+1))+j
....: return a
sage: def d(a,b):
....: return sqrt((a[0]-b[0])^2+(a[1]-b[1])^2)
sage: def dibuixa(L,c):
....: if len(L)==1:
....: return plot(100,(x,0,10),ymax=10,ymin=0,aspect_ratio=1)+
....: text(r’$\bullet$’,L[0],fontsize=20,color=c)
....: return text(r’$\bullet$’,L[0],fontsize=20,color=c)+dibuixa(L[1:],c)
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sage: A=[(1,1),(1.2,3),(2,4),(4,2),(5,4.5),(6,1.5),(6.5,4),(7,3.5),
....: (7.2,4),(8,3),(9,3),(3,3.5),(2.5,2),(3.5,3),(5,3.5),
....: (4.5,4),(5.5,2.5),(6.5,3),(4.5,2.5)]
sage: B=[(2,6),(2.2,6.5),(3,7),(3.5,9),(3.7,8.5),(2.7,8),(1.5,7),(2,9),(2,8)]
sage: C=[(7,6),(6,6.5),(9.7,7),(9,9),(8.7,8.5),(7.7,8),(6.5,8.5),(7,9),
....: (7.5,7),(6.5,7),(7,7.5)]
sage: L=A+B+C
sage: def agrupa(M):
....: K0=[L[i] for i in [0..len(L)-1] if d(L[i],M[0])<min(d(L[i],M[1]),
....: d(L[i],M[2]))]
....: K1=[L[i] for i in [0..len(L)-1] if d(L[i],M[1])<min(d(L[i],M[0]),
....: d(L[i],M[2]))]
....: K2=[L[i] for i in [0..len(L)-1] if d(L[i],M[2])<min(d(L[i],M[0]),
....: d(L[i],M[1]))]
....: return [K0,K1,K2]
sage: def troba_centres(H):
....: c=[]
....: for i in [0,1,2]:
....: a=sum([H[i][j][0] for j in [0..len(H[i])-1]])/len(H[i])
....: b=sum([H[i][j][1] for j in [0..len(H[i])-1]])/len(H[i])
....: c.append((a,b))
....: return c
sage: def error(X):
....: centres=troba_centres(X)
....: return sum([d(centres[0],X[0][i]) for i in [0..len(X[0])-1]])+
....: sum([d(centres[1],X[1][i]) for i in
....: [0..len(X[1])-1]])+sum([d(centres[2],X[2][i]) for i in [0..
....: len(X[2])-1]])
sage: a=random_between(0,len(L)-1)
sage: b=random_between(0,len(L)-1)
sage: c=random_between(0,len(L)-1)
sage: M=[L[a],L[b],L[c]]
sage: centres=M
sage: acabat=False
sage: while not acabat:
....: R=agrupa(centres)
....: CC=troba_centres(R)
....: if centres==CC:
....: acabat=True
....: centres=CC
sage: dibuixa(R[0],’blue’)+dibuixa(R[1],’red’)+dibuixa(R[2],’green’)+
....: dibuixa(CC,’black’)+text(round(error(R),2),(8,9.5),fontsize=15,
....: color=’black’)
30. Matrius
Tots estem familiaritzats amb les presentacions de dades nume`riques en forma de“graella” o “taula de doble entrada”, de manera que les dades estan organitzades enfiles i columnes. El concepte matema`tic que hi ha al darrere d’aixo` e´s el concepte dematriu:(
2 −1
0 3
)
,
(
3.1 0 7.2
1.9 2.0 1.2
)
,
 2/7 −1/21/2 6pi
cos(2.5) −3
 ,
0.7590.245
0.908
 , (2 1 − 1).
Parlarem de matrius de n files i m columnes i, si n = m, parlarem de matrius quadrades.Si volem escriure una matriu gene`rica utilitzarem la notacio´ del doble sub´ındex:
A =
a11 a12 · · · a1m... ... ...
an1 an2 · · · anm
 = (ai j) .
D’aquesta manera, el terme ai j de la matriu A = (ai j) e´s el que es troba a la fila i ia la columna j . Observem que les matrius amb una u´nica fila i les matrius amb unau´nica columna es poden entendre com si fossin vectors. Si una matriu te´ n files i mcolumnes, direm que e´s una matriu n ×m.
30.1 Operacions algebraiques amb matrius
El concepte matema`tic de matriu transcendeix completament el de “graella de nombres”perque` les matrius estan dotades d’unes operacions similars a la suma i el producte denombres i aquestes operacions so´n les que expliquen la immensa utilitat de les matriusen molts camps de la cie`ncia.
• Si dues matrius A i B tenen la mateixa “mida” (e´s a dir, el mateix nombre decolumnes i el mateix nombre de files), podem definir la seva suma A+B a partirde sumar cada terme de A amb el terme de B que es troba a la mateixa fila i lamateixa columna. E´s a dir, si A = (ai j) i B = (bi j), aleshores A + B = (ai j + bi j).Si dues matrius tenen mides diferents, no es poden sumar.• Podem multiplicar una matriu 1× n per una matriu n × 1 aix´ı:
(a11 a12 · · · a1n)

b11
b21...
bn1
 = a11b11 + a12b21 + · · ·+ a1nbn1.
Observem que aquesta multiplicacio´ e´s, en el fons, el mateix que el producteescalar de vectors.
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• La multiplicacio´ anterior es pot generalitzar al cas d’una matriu A que tinguitantes columnes com files te´ una matriu B . Me´s concretament, sigui A = (ai j)una matriu n×m i sigui B = (bi j) una matriu m× k , aleshores podem multiplicaraquestes dues matrius AB = (ci j) a base de multiplicar (en el sentit del puntanterior) cada fila de la matriu A per cada columna de la matriu B . La fo´rmulaconcreta seria
ci j = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ aimbmj .Observem que pot passar que la multiplicacio´ AB sigui possible, pero` la multi-plicacio´ BA no ho sigui.• Finalment, podem multiplicar una matriu A (de qualsevol mida) per un escalar rsimplement multiplicant tots els seus termes per r : r (ai j) = (rai j).
Aquestes operacions conserven les propietats fonamentals de les operacions denombres reals, amb alguna difere`ncia important.
1. La suma de matrius i la multiplicacio´ per escalars compleixen aquestes conegudespropietats• A+B = B +A (propietat commutativa), (A+B)+C = A+(B +C ) (propietatassociativa).• r(A + B) = rA + rB ; (r + s)A = rA + sA; 1A = A; r(sA) = (rs)A.• A + (0) = A i A − A = (0), on (0) indica una matriu de la mida apropiadaamb tots els termes igual a zero.Evidentment, aquestes fo´rmules nome´s tenen sentit si les matrius que hi aparei-xen tenen mides compatibles per tal que les operacions siguin possibles.2. La multiplicacio´ de matrius tambe´ compleix aquestes conegudes propietats• (AB)C = A(BC ) (propietat associativa), A(B + C ) = AB + AC (propietatdistributiva).• r(AB) = (rA)B = A(rB).• Per a cada valor n hi ha una matriu n× n anomenada I o “matriu identitat”amb la propietat que AI = A i I B = B , si A i B so´n matrius de midaconvenient. Aquestes matrius I so´n
(1),
(
1 0
0 1
)
,
1 0 00 1 0
0 0 1
 , · · · ,
1 · · · 0... . . . ...
0 · · · 1
 , · · ·
3. En canvi, cal anar amb molt de compte perque` les matrius es comporten diferentdels nombres en aquests dos aspectes:• El producte de matrius no compleix la propietat commutativa. E´s a dir, e´sfa`cil trobar dues matrius A i B tal que AB 6= BA. Per exemple(
1 1
1 0
)(
1 1
0 1
)
=
(
1 2
1 1
)
6=
(
2 1
1 0
)
=
(
1 1
0 1
)(
1 1
1 0
)
.
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• El producte de dues matrius pot ser igual a zero (e´s a dir, una matriu ontots els seus termes so´n zero) sense que cap de les dues matrius sigui iguala zero. Per exemple, (
1 0
1 0
)(
0 0
1 1
)
=
(
0 0
0 0
)
.
30.2 La matriu inversa
Per resoldre l’equacio´ 3x = 5 diem que “passem el 3 dividint al costat dret” i obtenim
x = 5/3. Si volem analitzar millor el que realment estem fent direm que multipliquemels dos costats de l’equacio´ per l’invers de 3, e´s a dir per 1/3. Aleshores, obtenim
x = (1/3)3x = (1/3)5 = 5/3. Imaginem que ara volem resoldre una equacio´ similaramb matrius 2× 2: (
2 1
1 −1
)
X =
(
1 −2
1 0
)
.
De fet, ho podem fer exactament igual: multiplicant els dos costats de l’equacio´ per lamatriu inversa de ( 2 11 −1 ), pero` cal parar atencio´ en dos aspectes:
1. Quina e´s la matriu inversa de la matriu ( 2 11 −1 )?2. Com que la multiplicacio´ de matrius no compleix la propietat commutativa, hemd’anar amb molt de compte de multiplicar les matrius en l’ordre correcte.
Discutim el primer punt. Suposem que A e´s una matriu quadrada. La inversa de A e´suna matriu A−1 que te´ aquesta propietat
AA−1 = A−1A = I .De la mateixa manera que el nu´mero 0 no admet invers, tambe´ hi ha matrius que notenen inversa. Per exemple, la matriu ( 1 01 0 ) no pot tenir inversa perque`, si en tingue´s,arribar´ıem a aquest absurd: com que(
1 0
1 0
)(
0 0
1 1
)
=
(
0 0
0 0
)
,
tambe´ tindr´ıem (
0 0
1 1
)
=
(
1 0
1 0
)−1(
0 0
0 0
)
=
(
0 0
0 0
)
.
En conclusio´, hi ha matrius que tenen inversa i altres que no en tenen. Quines? En elcas de les matrius 2× 2, la resposta e´s relativament simple. Observem que(
a b
c d
)(
d −b
−c a
)
=
(
∆ 0
0 ∆
)
= ∆I , ∆ = ad − bc
Per tant, les matrius 2 × 2 que tenen inversa so´n aquelles amb ∆ 6= 0 i la inversa escalcula d’aquesta manera senzilla(
a b
c d
)−1
=
1
∆
(
d −b
−c a
)
.
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Aquest nu´mero ∆ = ab − cd s’anomena el determinant de la matriu. Les matriusinvertibles so´n exactament aquelles que tenen determinant diferent de zero.En el cas general de les matrius quadrades de mida qualsevol, la situacio´ e´s es-sencialment la mateixa
• Hi ha una funcio´ (complicada) anomenada el determinant que assigna a cadamatriu A un nombre det(A) que te´ la propietat fonamental
det(AB) = det(A) det(B).Per a les matrius 2× 2 i 3× 3 aquesta funcio´ e´s
det
(
a b
c d
)
= ad − bc
det
a b cd e f
g h i
 = aei + cdh + bf g − ceg − af h − bdi .
Per a les matrius me´s grans, la fo´rmula de ca`lcul del determinant e´s massacomplicada i el ca`lcul del determinant el farem, naturalment, amb un ordinador.• Les matrius invertibles so´n exactament les que tenen determinant 6= 0.• Hi ha una forma complicada de trobar efectivament la inversa d’una matriu quetingui determinant ∆ 6= 0. Per a les matrius 2 × 2 i 3 × 3 la inversa ve donadaper (
a b
c d
)−1
=
1
∆
(
d −b
−c a
)
a b cd e f
g h i
 = 1
∆
 ei − f h ch − bi bf − cef g − di ai − cg cd − af
dh − eg bg − ah ae − bd

que, com veiem, ja e´s massa complicada per calcular-la sense l’ajuda de l’ordina-dor.
Utilitzant les propietats de les operacions amb matrius, el concepte de matriu in-versa, i anant amb compte amb l’ordre en que` multipliquem les matrius, podem resoldrefa`cilment algunes equacions amb matrius. Per exemple, Suposem que A, B , C , K i Mso´n matrius quadrades de la mateixa mida i busquem una matriu quadrada X d’aquestamateixa mida tal que
AB(XC − K ) + XC = 3M.Podem procedir d’aquesta manera
AB(XC − K ) + XC = 3M
ABXC − ABK + XC = 3M
ABXC + XC = 3M + ABK
(ABX + X )C = 3M + ABK
ABX + X = (3M + ABK )C−1
(AB + I )X = (3M + ABK )C−1
X = (AB + I )−1(3M + ABK )C−1
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30.3 Fem-ho amb sage
Per especificar una matriu en sage n’hi ha prou amb llistar els seus elements per files(i recordar que la primera fila e´s la fila zero i la primera columna e´s la columna zero).
sage: E=matrix([[2,3,1],[5,2,3],[1,2,0]])
sage: E
[2 3 1]
[5 2 3]
[1 2 0]
sage: E[0,2]
1
sage: E[1,0]
5
sage: det(E)
5
sage: E^(-1)
[-6/5 2/5 7/5]
[ 3/5 -1/5 -1/5]
[ 8/5 -1/5 -11/5]
sage: E*E^(-1)
[1 0 0]
[0 1 0]
[0 0 1]
sage: E*E^(-1)==identity_matrix(3)
True
sage: F=matrix([[0,-1],[1,1],[5,-2]])
sage: E*F
[ 8 -1]
[17 -9]
[ 2 1]
sage: K=matrix([[4,4],[-4,-3]])
sage: L=matrix([[3,4],[-2,-3]])
sage: D=matrix([[3,0,-1],[2,1,4]])
sage: F*(K*L)^(-1)*D+identity_matrix(2)
[ 15/2 1 5/2]
[ 3/4 1 -1/4]
[197/4 7 69/4]
31. Aplicacions lineals i vectors propis
31.1 Aplicacions lineals
Suposem que tenim una matriu n ×m
A =
a11 · · · a1m... ...
an1 · · · anm

i un vector −→v de dimensio´ m
−→v = (v1, . . . , vm)(o un punt de l’espai de dimensio´ m, que e´s essencialment el mateix). Si escrivimaquest vector en forma d’una matriu d’una u´nica columna, aleshores podem considerarla multiplicacio´ de matrius A−→v i considerar que el resultat e´s un vector de dimensio´ n
A−→v =
a11 · · · a1m... ...
an1 · · · anm

v1...
vm
 =
w1...
wn
 = −→w .
D’aquesta manera, una matriu la podem pensar com una funcio´ que transforma vectorsen vectors. En direm una aplicacio´ lineal o tambe´ una transformacio´ lineal.Una aplicacio´ lineal direm que e´s ortogonal si no modifica ni la dimensio´ ni lalongitud dels vectors. E´s a dir, A ha de ser una matriu quadrada tal que ||−→v || = ||A−→v ||.Exemples:
• Considerem la transformacio´ lineal de vectors del pla donada per la matriu
A =
(
r 0
0 r
)
on r e´s un escalar diferent de 0 i de 1. Evidentment, A−→v = r−→v i aquestatransformacio´ lineal e´s una homote`cia perque` multiplica tots els vectors per unfactor constant.
• Considerem la transformacio´ lineal de vectors del pla donada per la matriu
A =
(
r 0
0 s
)
amb r 6= s . Aquesta transformacio´ e´s una homote`cia en la direccio´ de la primeracoordenada i una homote`cia diferent en la direccio´ de la segona coordenada.
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• Considerem la transformacio´ lineal de vectors del pla donada per la matriu
A =
(
0 1
1 0
)
que converteix el vector (x , y) en el vector (y , x). Geome`tricament, es tracta dela reflexio´ respecte de la diagonal del primer quadrant. Observem que aquestatransformacio´ lineal, a difere`ncia de les dues anteriors, no modifica les longitudsdels vectors. E´s una transformacio´ ortogonal. La reflexio´ respecte de qualsevolrecta que passi per l’origen tambe´ es pot expressar com a una transformacio´ortogonal donada per una matriu apropiada.• Una rotacio´ de centre a l’origen de coordenades tambe´ e´s una transformacio´ortogonal. En concret, la rotacio´ d’angle θ ve donada per la matriu
Rθ =
(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ
)
.
Per exemple, el resultat d’aplicar la rotacio´ d’angle pi/3 al vector −→i + 3−→j e´s
Rpi/3(
−→
i + 3
−→
j ) =
(
1
2 −
√
3
2√
3
2
1
2
)(
1
3
)
=
1− 3√3
2
−→
i +
3 +
√
3
2
−→
j .
Aquest mateix concepte d’aplicacio´ lineal ens permet entendre els sistemes d’e-quacions lineals com equacions matricials molt senzilles. En efecte, aquest sistemalineal de n equacions amb m inco`gnites
a11x1 + · · ·+ a1mxm = b1...
an1x1 + · · ·+ anmxm = bne´s equivalent a aquesta u´nica equacio´ matricial
A−→v = −→w
amb A = (ai j), −→v = (x1, . . . , xm), −→w = (b1, . . . , bm). En particular, si A fos una matriuquadrada invertible, la solucio´ seria −→v = A−1−→w .
31.2 Vectors propis i valors propis
Considerem a partir d’ara les transformacions lineals donades per una matriu quadrada
A. En general, aquesta aplicacio´ lineal pot girar, reflectir, estirar o comprimir elsvectors de manera complexa. Si tenim un vector que no canvia de direccio´ quan liapliquem la transformacio´ A, direm que es tracta d’un vector propi. Aquest conceptee´s extraordina`riament important. Donem-ne una definicio´ molt precisa.
Un vector −→v 6= 0 direm que e´s un vector propi per a la matriu A si
A−→v = λ−→v per algun escalar λ. Aquest escalar λ direm que e´s el valorpropi de −→v .
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Observem que, si −→v e´s un vector propi, tots els mu´ltiples seus (diferents de zero)tambe´ ho so´n.Exemples:
• Una rotacio´ al pla (d’angle 6= 0, e´s clar) no pot tenir vectors propis perque` totsels vectors (diferents de −→0 ) canvien de direccio´.
• Una reflexio´ al pla respecte d’una recta te´ nome´s dos vectors propis −→u , −→w (i elsseus mu´ltiples, e´s clar). En efecte, els u´nics vectors que no canvien de direccio´so´n els de l’eix de reflexio´ (que es queden igual) i els perpendiculars a l’eix dereflexio´ (que canvien de signe i, per tant, no canvien de direccio´). Els valorspropis corresponents so´n 1 i −1. Per exemple, la reflexio´ respecte la diagonaldel primer quadrant te´
– vectors propis de valor propi 1, que so´n els mu´ltiples no nuls del vector (1, 1),– vectors propis de valor propi −1, que so´n els mu´ltiples no nuls del vector
(1,−1).
• En una homote`cia tots els vectors so´n vectors propis amb el mateix valor propi.
• En una transformacio´ del tipus A = ( r 00 s ) amb r 6= s , hi ha dos vectors propis:−→u = (1, 0) de valor propi r i −→v = (0, 1) de valor propi s .
Com podem determinar els vectors propis d’una matriu? El me`tode per trobar-loses basa en el que es coneix com el polinomi caracter´ıstic de la matriu. Es tracta delpolinomi definit aix´ı
q(x) = det(A− xI )on A e´s la matriu en qu¨estio´, I e´s la matriu identitat (de la mateixa mida que A) i x e´sla variable del polinomi. Per exemple, si A = ( 1 −12 −1 ), el seu polinomi caracter´ıstic e´saquest
q(x) = det(A− xI ) = det
((
1 −1
2 −1
)
−
(
x 0
0 x
))
= det
(
1− x −1
2 −1− x
)
= x2 + 1
La importa`ncia d’aquest polinomi rau en aquest fet:
Les solucions de l’equacio´ q(x) = 0 so´n els valors propis de la matriu A.
L’explicacio´ e´s ben senzilla: Un vector propi de valor propi λ e´s un vector −→v 6= 0 talque
A−→v = λ−→v = λI−→v .Per tant,
(A− λI )−→v = 0i aixo` ens diu que la matriu A − λI no pot ser invertible i, en consequ¨e`ncia, el seudeterminant ha de ser zero. Pero` el seu determinant e´s q(λ).Tenim, doncs, un me`tode per trobar els vectors propis d’una matriu. Practiquem-loen tres exemples de matrius 2× 2.
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Exemple: Trobem els vectors propis de la matriu
A =
(−3 −2
4 3
)
.
Seguim aquests passos
1. Calculem el polinomi caracter´ıstic de la matriu.
q(x) = det
(−3− x −2
4 3− x
)
= x2 − 1.
2. Els valors propis seran les solucions de q(x) = 0. En aquest cas, hi ha dos valorspropis: λ1 = 1, λ2 = −1.
3. Per a cada valor propi, trobem els vectors propis corresponents resolent un sis-tema d’equacions.
• Vectors propis de valor propi λ1 = 1. So´n els vectors −→v tals que A−→v = −→v .Si posem −→v = (a, b), aquests vectors han de complir(−3 −2
4 3
)(
a
b
)
=
(
a
b
)
.
Aixo` e´s un sistema d’equacions lineals, compatible indeterminat. Les sevessolucions so´n tots els vectors mu´ltiples de −→v = (1,−2).• Vectors propis de valor propi λ2 = −1. So´n els vectors −→v tals que A−→v =
−−→v . Si posem −→v = (a, b), aquests vectors han de complir(−3 −2
4 3
)(
a
b
)
=
(−a
−b
)
.
Aixo` e´s un sistema d’equacions lineals, compatible indeterminat. Les sevessolucions so´n tots els vectors mu´ltiples de −→v = (1,−1).
4. En conclusio´, els vectors propis de la matriu A so´n
• Els mu´ltiples (diferents del vector zero) de (1,−2) so´n vectors propis de valorpropi 1.• Els mu´ltiples (diferents del vector zero) de (1,−1) so´n vectors propis de valorpropi −1.
Exemple: Trobem els vectors propis de la matriu
A =
(
3 −1
1 1
)
.
Seguim aquests passos
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1. Calculem el polinomi caracter´ıstic de la matriu.
q(x) = det
(
3− x −1
1 1− x
)
= x2 − 4x + 4.
2. Els valors propis seran les solucions de q(x) = 0. En aquest cas, hi ha un u´nicvalor propi: λ = 2.
3. Per a cada valor propi, trobarem els vectors propis corresponents resolent unsistema d’equacions. Com que nome´s hi ha un valor propi, nome´s hem de resoldreaquest sistema (
3 −1
1 1
)(
a
b
)
=
(
2a
2b
)
.
Aixo` e´s un sistema d’equacions lineals, compatible indeterminat. Les seves solu-cions so´n tots els vectors mu´ltiples de −→v = (1, 1).
4. En conclusio´, els vectors propis de la matriu A so´n els mu´ltiples (diferents delvector zero) de (1, 1) i el seu valor propi e´s 2.
Exemple: Trobem els vectors propis de la matriu
A =
(
1 −1
2 −1
)
.
Seguim aquests passos
1. Calculem el polinomi caracter´ıstic de la matriu.
q(x) = det
(
1− x −1
2 −1− x
)
= x2 + 1.
2. Els valors propis seran les solucions de q(x) = 0. En aquest cas, no hi hasolucions. Per tant, no hi ha valors propis i, en consequ¨e`ncia, no hi ha vectorspropis.
Tot aixo` que hem fet e´s va`lid tambe´ per a matrius quadrades de qualsevol mida.
31.3 Fem-ho amb sage
Podem multiplicar una matriu per un vector, si tenen les mides apropiades.
sage: E=matrix([[2,3,1],[5,2,3],[1,2,0]])
sage: v=vector([1,0,-1])
sage: E*v
(1, 2, 1)Si tenim una matriu quadrada, podem calcular el seu polinomi caracter´ıstic, elsvalors propis i els vectors propis.
sage: charpoly(E)
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x^3 - 4*x^2 - 18*x - 5
sage: E.eigenvalues()
[-2.469360621242111?, -0.2991522192549519?, 6.768512840497063?]
sage: E.eigenvectors_right()
[(-2.46936062124211?, [(1, -1.85582677428444?, 1.09811970161122?)], 1),
(-0.29915221925495?, [(1, -0.28316665589945?, -1.44965225155658?)], 1),
(6.76851284049706?, [(1, 1.40215132492074?, 0.562058865734840?)], 1)]Interpretem aquest u´ltim resultat. En primer lloc, estem calculant els vectors propis perla dreta perque` nosaltres sempre considerem que quan multipliquem una matriu A perun vector v el vector e´s a la dreta: Av . Els valors propis so´n, aproximadament, −2.469,
−0.299, 6.769. Els interrogants al final indiquen que sage coneix internament els valorsexactes d’aquests valors propis, Els nombres 1 a la dreta de cada fila indiquen que elsvalors propis so´n simples, e´s a dir, no repetits. Finalment, per a cada valor propi tenimun vector propi. Per exemple, per al valor propi −2.469, un vector propi e´s el vector
−→v = (1,−1.85582677428444?, 1.09811970161122?).
La situacio´ e´s una mica diferent si treballem amb una matriu de nombres inexactes.Per exemple, prenem la mateixa matriu d’abans pero` substitu¨ım el terme 2 pel terme2.0.
sage: E=matrix([[2.0,3,1],[5,2,3],[1,2,0]])Si li demanem que calculi els valors propis obtenim els mateixos resultats d’abans,sense els interrogants. Aixo` vol dir que es tracta de nombres inexactes. A me´s, sageens avisa que estem treballant amb nombres inexactes i que no pot garantir que elresultat sigui correcte.
sage: E.eigenvalues()
UserWarning: Using generic algorithm for an inexact ring, which will
probably give incorrect results due to numerical precision issues.
[6.76851284049706, -0.299152219254952, -2.46936062124211]Si ara li demanem els vectors propis, no es limita a avisar-nos, sino´ que refusafer-ho.
sage: E.eigenvectors_right()
NotImplementedError: eigenspaces cannot be computed reliably for
inexact ringsSi volem que, malgrat els riscos, sage calculi els vectors propis, hem de dir que lamatriu e´s de RDF (nombres reals de doble precisio´).
sage: E=matrix(RDF,[[2.0,3,1],[5,2,3],[1,2,0]])
sage: E.eigenvectors_right()
[(6.768512840497064,
[(-0.5519945378497666, -0.7739798725950621, -0.3102534238356669)], 1),
(-0.2991522192549521,
[(-0.5606245242943896, 0.15875017175966485, 0.812710603921203)], 1),
(-2.469360621242112,
[(0.4207046550354353, -0.7807549628808617, 0.46198407025396426)], 1)]
32. Matriu de Leslie i matriu de mobilitatsocial
32.1 Matriu de Leslie d’una poblacio´ estructurada
Recordem el model exponencial discret
x(t + 1) = r x(t)
que apareix quan una poblacio´ es multiplica per una quantitat constant r cada per´ıodede temps. Per exemple, un cultiu de bacteris que es dupliquen (r = 2) cada unitatde temps. Matema`ticament, l’estudi de l’evolucio´ d’aquest model e´s molt senzill i jael va`rem fer a l’apartat 10.1. Si comencem amb N0 individus, cada unitat de temps lapoblacio´ vindra` donada per aquesta successio´
N0, rN0, r
2N0, r
3N0, . . . , r
k N0, . . .
de manera que la poblacio´ tendira` a infinit de manera exponencial i, en particular, lapoblacio´ despre´s de k unitats de temps sera` igual a r k N0.Aquest model pressuposa que la poblacio´ e´s homoge`nia en el sentit que tots els seusindividus tenen el mateix comportament reproductiu. A la pra`ctica, sovint, la situacio´e´s diferent perque`, per exemple, els individus me´s joves potser encara no so´n capac¸osde reproduir-se. Podr´ıem generalitzar el model anterior estructurant la poblacio´ endos nivells: individus joves (J) i individus adults (A), de manera que la seva reproduccio´podria venir regulada d’aquesta manera
• Els individus joves no es reprodueixen.
• Despre´s d’una unitat de temps, el 20% dels individus joves es converteixen enadults i l’altre 80% ha mort. El 60% dels individus adults ha sobreviscut i l’altre40% ha mort.
• Els individus adults tenen una taxa de reproduccio´ igual a r cada unitat de temps.E´s a dir, cada adult do´na lloc a r individus (joves, e´s clar) cada unitat de temps.
Com podr´ıem descriure matema`ticament el comportament d’aquesta poblacio´ estructu-rada? Ens cal considerar dues variables
J(t) = nombre d’individus joves al temps t .
A(t) = nombre d’individus adults al temps t .
D’aquesta manera, la mida de la poblacio´ a l’instant t ja no e´s un nombre, sino´ que e´sun vector de dimensio´ 2 −−→
N(t) = (J(t),A(t))
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i volem saber com evoluciona aquest vector amb el pas del temps.Despre´s d’una unitat de temps,1 les dues variables J(t) i A(t) hauran canviat devalor i, d’acord amb les tres normes anteriors, valdran{
J(t + 1) = rA(t)
A(t + 1) = 0.2 J(t) + 0.6A(t)
Que` podem dir sobre la poblacio´ a llarg termini? Aqu´ı l’ana`lisi ja no sembla tan senzillcom en el cas del model exponencial.El primer pas per poder analitzar aquesta situacio´ e´s adonar-se que la podemescriure en forma matricial d’aquesta manera:(
J(t + 1)
A(t + 1)
)
=
(
0 r
0.2 0.6
)(
J(t)
A(t)
)
.
Si designem per L la matriu ( 0 r0.2 0.6 ), podem escriure aquesta equacio´ matricial en laforma −−−−−→
N(t + 1) = L
−−→
N(t)que s’assembla molt a l’expressio´ del model exponencial discret, canviant la taxa decreixement, que e´s un nombre, per L, que e´s una matriu 2× 2.Aquest tipus de matrius L que ens descriuen l’evolucio´ d’una poblacio´ estructuradaper edats s’anomenen matrius de Leslie, en honor de Patrick H. Leslie, un matema`ticque va treballar a Oxford als anys 30 i 40 del segle XX, als inicis de l’ecologia ma-tema`tica.Despre´s d’aquest exemple, ja no hi ha d’haver cap dificultat en entendre que lasituacio´ pot estendre’s a una poblacio´ estructurada en un nombre de nivells superiora 2. Per poder plantejar la matriu de Leslie corresponent nome´s ens cal cone`ixer
• La taxa de fertilitat de cada nivell de poblacio´. En l’exemple anterior, la fertilitatdels joves (0) i la dels adults (r ).
• La taxa de supervive`ncia de cada nivell de poblacio´. En l’exemple anterior, lasupervive`ncia dels joves (20%) i la dels adults (60%).
Exemple: El gran gall de les praderies (Tympanuchus cupido) e´s un ocell de la famı´liadels fasia`nids que habita al centre de l’Ame`rica del Nord. En un estudi sobre aquestesaus, s’ha dividit les femelles en tres grups d’edat (C , J,A) i s’ha estudiat la super-vive`ncia i la fecunditat de cada grup d’edat, en cada per´ıode de temps. S’ha vist queles cries me´s joves (C ) encara no so´n fe`rtils, tenen una probabilitat de supervive`ncia
1Aqu´ı cal fer una observacio´. Estem considerant un model discret i, per tant, hem d’imaginar que totsucceeix en els instants t = 0, t = 1, t = 2, etc. Per exemple, en el cas dels bacteris que es dupliquencada unitat de temps, estem imaginant que, cada vegada que passa una unitat de temps, tots els bacteris,simulta`niament, es dupliquen (encara que, a la pra`ctica, ja entenem que aixo` no sera` aix´ı). En aquestmodel de joves i adults tambe´ hem d’imaginar que no passa res entre t = 1 i t = 2 (per exemple) sino´que tot succeeix just en el moment en que` el temps val 1, 2, etc. E´s a dir, suposem que quan t = 0 hi ha
J individus joves i A individus adults; no passa res fins que t = 1 i, en el prec´ıs instant que t = 1, el 20%dels joves es converteixen en adults, el 80% dels joves es moren, cada adult te´ r cries i el 40% dels adultses moren.
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del 15% i passen al segon grup despre´s d’un per´ıode de temps. Els individus del segongrup d’edat (J), tenen una probabilitat de supervive`ncia del 38% i una mitjana de criesfemelles de 1.87 per femella cada per´ıode de temps. Passen al tercer grup d’edat des-pre´s d’un per´ıode de temps. Finalment, la probabilitat de supervive`ncia de les femellesadultes (A) e´s del 45% per per´ıode de temps i tenen 2.21 cries femelles per per´ıode.En aquest cas, la mida de la poblacio´ en cada instant de temps sera` un vector dedimensio´ 3 −→
N = (C , J,A)i la informacio´ que ens donen queda recollida en aquesta matriu de Leslie 0 1.87 2.210.15 0 0
0 0.38 0.45
 .
32.2 Matriu de mobilitat social
La mateixa idea de les poblacions estructurades per edat i de la matriu de Leslies’utilitza en altres contextos. Per exemple, a sociologia i economia es parla de lamatriu de mobilitat social per referir-se a una matriu completament ana`loga a la deLeslie. Posem uns quants exemples.
• En una gran universitat hi ha becaris (B), professors lectors (L) i professors per-manents (P). Cada curs, la pol´ıtica de contractacio´ de la universitat e´s aquesta:
1. Es renoven automa`ticament tots els contractes dels professors permanents,excepte un 6% que so´n jubilacions, defuncions o baixes volunta`ries.2. Per cada 10 professors permanents es contracta un nou becari. Per cada 20professors lectors es contracta un nou becari.3. Es renova el contracte del 70% dels becaris, es contracta com a lectors el2% dels becaris i a la resta de becaris no se’ls renova el contracte.4. Un 10% dels lectors passen a ser professors permanents, a un 80% se’lsrenova el contracte i a la resta de lectors no se’ls renova el contracte.
Volem estudiar l’evolucio´ de la plantilla de professorat en aquesta universitat. Laplantilla sera` un vector −→
N = (B, L,P)i tindrem una matriu de Leslie (o de mobilitat social) L de manera que
−−−−−→
N(t + 1) = L
−−→
N(t).
La informacio´ que ens donen e´s suficient per escriure aquesta matriu: 0.7 0.05 0.10.02 0.8 0
0 0.1 0.94
 .
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• En un estudi sobre mobilitat social2 es va estudiar l’ocupacio´ de 697 parellespare/fill. Les ocupacions es van estructurar en tres categories E (empleats o pro-fessionals),3 O (obrers) i P (pagesos). Els resultats de l’estudi es poden expressaren una taula de doble entrada: FillE O PE 78 39 11Pare O 64 137 14P 58 107 189
Aixo` no e´s una matriu de Leslie o de mobilitat social. Hem de convertir aquestsnombres absoluts en percentatges. Obtenim
L =
0.6094 0.2977 0.16380.3047 0.6372 0.3023
0.0859 0.0651 0.5339
 .
D’on surten aquests nombres? Per exemple, per obtenir el coeficient 0.3047 queocupa la segona fila, primera columna, hem fet aixo`. Hi ha 128 pares empleats(suma de la primera fila de la taula de doble entrada) i d’aquests n’hi ha 39 quetenen el fill obrer. Aixo` vol dir que el 30.47% dels empleats tenen fills obrers.Tenim, doncs, que L e´s la matriu de mobilitat social que es despre`n de l’estudi.En efecte, observem que la poblacio´ de pares es distribueix en 128 empleats, 215obrers i 354 pagesos i la poblacio´ de fills es distribueix en 200 empleats, 283obrers i 214 pagesos. Tenim
L
128215
354
 =
200283
214
 .
• En una ciutat hi ha un sistema de bicicletes de lloguer (“bicing”) en el qual elsusuaris poden agafar una bicicleta a qualsevol dels seus punts d’aparcament iretornar-la a qualsevol altre punt. L’orografia de la ciutat i les necessitats delsusuaris fan que, normalment, moltes bicicletes es retornin a llocs diferents dellloc d’origen. Per tal de planificar el transport nocturn de bicicletes d’una zonaa una altra, es fa un estudi de la dina`mica de les bicicletes. Es divideix la ciutaten quatre grans zones: zona alta A, zona baixa B , zona est E i zona oest W is’observa que cada dia passa aproximadament el segu¨ent:– De les bicicletes que surten de A, el 10% es retornen a A, el 60% es retornena B , el 20% es retornen a E i el 10% es retornen a W .– De les bicicletes que surten de B , el 2% es retornen a A, el 50% es retornena B , el 35% es retornen a E i el 13% es retornen a W .– De les bicicletes que surten de E , el 10% es retornen a A, el 25% es retornena B , el 25% es retornen a E i el 40% es retornen a W .
2Vegeu J. C. Goyder, J. E. Curtis (1977) Occupational mobility in Canada over four generations, CanadianRev. Soc. Anthr. 14(3), 303–319.3“White collar” a l’estudi original.
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– De les bicicletes que surten de W , el 15% es retornen a A, el 20% es retornena B , el 40% es retornen a E i el 25% es retornen a W .
D’aquesta manera, podem construir una matriu 4×4 L que ens doni, a partir de laquantitat de bicicletes que hi ha a cada sector a l’inici del dia −→N = (A,B,E ,W ),la quantitat de bicicletes que hi haura` a cada sector al final del dia L−→N . Aquestamatriu, amb la informacio´ que es despre`n de l’estudi anterior, e´s
L =

0.10 0.02 0.10 0.15
0.60 0.50 0.25 0.20
0.20 0.35 0.25 0.40
0.10 0.13 0.40 0.25

• Lewis Richardson va ser un matema`tic brita`nic que, entre moltes altres coses,va desenvolupar models matema`tics dels conflictes be`l.lics. El que es coneix coma model de Richardson de la cursa d’armaments prete´n donar un model de laquantitat d’armament que acumulen les diverses nacions, com a funcio´ del temps.Per simplicitat, considerem nome´s tres nacions A, B , C . Richardson argumentaque la quantitat d’armament que cada nacio´ tindra` despre´s d’una unitat de tempsdepe`n de tres factors
1. L’armament que ja te´, multiplicat per un coeficient d’obsolesce`ncia o de re-duccio´ per motius de pressupost.2. L’armament que acumula com a resposta a l’armament que tenen les nacionsque considera hostils.3. L’augment d’armament que, de manera constant, algunes nacions poden te-nir, independentment de l’armament que tinguin les altres nacions (reposicio´de l’armament obsolet, etc.).
El tercer factor fa que aquesta situacio´ no sigui exactament igual a les altres quehem estudiat abans. Podem expressar matricialment aquesta situacio´ d’aquestamanera (imaginem un exemple concret)A(t + 1)B(t + 1)
C (t + 1)
 =
0.5 0.1 00.2 5 0.1
0 0.2 0.25
A(t)B(t)
C (t)
+
0.050.15
0.05
 .
Que` observem en aquestes matrius? D’una banda, observem que B e´s especial-ment bel.licista. D’entrada, esta` multiplicant el seu armament per 5 independent-ment de l’armament de les altres nacions. Tambe´, el seu creixement armament´ıstic“vegetatiu” e´s el triple del de les altres nacions (0.15 en front de 0.05). Finalment,esta` reaccionant a l’armament de A i de C (coeficients 0.2 i 0.1, respectivament).
C no es preocupa de l’armament de A (i viceversa), pero` s´ı del de B , i esta` retirantuna quarta part del seu armament (coeficient 0.25). Finalment, A esta` retirant lameitat del seu armament cada per´ıode de temps i esta` responent a l’armamentde B , pero` menys del que ho fa C .
33. Comportament a llarg termini
Amb les matrius de Leslie i de mobilitat social que hem vist al cap´ıtol anterior, hemsubstitu¨ıt l’equacio´ del model exponencial discret
N(t + 1) = r N(t)per un altre model que s’hi assembla molt
−−−−−→
N(t + 1) = L
−−→
N(t)en el qual la mida de la poblacio´ no e´s un escalar sino´ que e´s un vector i la taxade creixement tampoc no e´s un escalar sino´ que e´s una matriu. En el cas del modelexponencial va ser molt senzill investigar com va evolucionant la poblacio´ amb el pasdel temps i ens agradaria poder desenvolupar una ana`lisi similar en el cas matricial.Si ara volem cone`ixer la poblacio´ en els temps t +1, t +2, . . ., haurem de considerarles pote`ncies de la matriu L
N(t + 1) = L N(t), N(t + 2) = L2N(t), . . . , N(t + k) = Lk N(t), . . .Evidentment, podem calcular expl´ıcitament les pote`ncies successives de la matriu L,pero` fo´ra interessant tenir un model matema`tic que ens permeti predir que` succeira`quan k →∞, sense haver de calcular les pote`ncies Lk .
33.1 Pote`ncies i vectors propis
L’eina matema`tica per entendre el comportament de les pote`ncies d’una matriu e´s lateoria dels vectors propis i valors propis que hem estudiat en un cap´ıtol anterior.Vegem-ho en un exemple.Considerem aquesta matriu
L =
(
1.5 2
0.08 0
)
.
Suposem que volem calcular Lk−→v per qualsevol valor de k i tambe´ per a k → ∞.Suposem que −→v = (105, 1). Utilitzant l’ordinador podem veure que
L−→v = (159.5, 8.4), L2−→v = (256, 12.8), L3−→v = (409.6, 20.5),
L4−→v = (655.4, 32.8), L5−→v = (1048.6, 52.4), L6−→v = (1677.7, 83.9), . . .i, a banda d’observar que les xifres van creixent, aquest ca`lcul no ens do´na prou infor-macio´ sobre que` e´s el que realment esta` passant.Comencem calculant els valors propis i els vectors propis d’aquesta matriu L. Apartir del polinomi caracter´ıstic de L i seguin el procediment que hem estudiat arribema que hi ha aquests vectors propis
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1. Els mu´ltiples de −→v1 = (20, 1) so´n vectors propis de valor propi 1.6.2. Els mu´ltiples de −→v2 = (5,−4) so´n vectors propis de valor propi −0.1.
Recordem que aixo` vol dir que
L−→v1 = 1.6−→v1 , L−→v2 = −0.1−→v2 .En particular, sobre aquests vectors e´s molt senzill calcular l’efecte de Lk :
Lk−→v1 = (1.6)k −→v1 , Lk−→v2 = (−0.1)k −→v2 .Pero` el que ens interessa e´s Lk−→v . Observem aixo`
−→v = (105, 1) = 5(20, 1) + (5,−4) = 5−→v1 +−→v2 .Per tant,
Lk−→v = 5Lk−→v1 + Lk−→v2 = 5(1.6)k(20, 1) + (−0.1)k(5,−4)i aixo` e´s una fo´rmula concreta per a Lk−→v que e´s va`lida per a qualsevol valor de k . Que`observem?
1. Quan k e´s molt gran, el coeficient (−0.1)k e´s pra`cticament zero i podem afirmarque
Lk−→v ≈ 5 (1.6)k (20, 1)→∞.
2. Si k e´s gran,
Lk+1−→v ≈ 1.6 Lk−→v .
La situacio´ que hem vist en aquest exemple e´s forc¸a general, si realment la matriute´ el nombre ma`xim de vectors propis que pot tenir (2 en el cas d’una matriu 2 × 2, 3en el cas d’una matriu 3× 3, etc.).
Apliquem aixo` al cas d’una matriu de Leslie o de mobilitat social. Suposem quetenim una poblacio´ estructurada N (e´s un vector, pero` ometem la fletxa) i que la sevaevolucio´ ve donada per
N(t + 1) = L N(t)on L, la matriu de Leslie, e´s una matriu quadrada n × n.
• Suposem que la matriu L te´ exactament n valors propis diferents λ1, . . . ,λn.• Anomenarem valor propi dominant el valor propi que tingui el valor absolut me´sgran. Suposem que e´s λ. Sigui −→v un vector propi de valor propi λ.• Independentment de la poblacio´ inicial,1 la poblacio´ a llarg termini tindra` unataxa de creixement igual a λ. E´s a dir, si k e´s gran,
N(k + 1) ≈ λN(k).E´s a dir, la poblacio´, encara que sigui un vector, es comportara` com en un modelexponencial de taxa λ.
1Aixo` no e´s exactament cert. Fallaria, per exemple, si la poblacio´ inicial fos igual a zero i tambe´fallaria si la poblacio´ inicial, casualment, fos un vector propi de valor propi diferent de λ. A la pra`cticaexperimental, aquestes dues situacions so´n improbables.
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• Independentment de la poblacio´ inicial,2 la distribucio´ de la poblacio´ en els di-versos nivells, a llarg termini, tendira` a la distribucio´ donada pel vector propi−→v .
33.2 Exemples
Estudiem el comportament a llarg termini en els exemples del cap´ıtol anterior.
• (El gran gall de les praderies) Aqu´ı ten´ıem una poblacio´ estructurada en tresedats (C , J,A), que evolucionava segons una matriu de Leslie
L =
 0 1.87 2.210.15 0 0
0 0.38 0.45
 .
Calculem els vectors propis i els valors propis d’aquesta matriu.
(1,−0.4273, 0.2027), λ = −0.3510
(1, 165.2398,−139.8179), λ = 0.0009
(1, 0.1875, 0.2034), λ = 0.8002
El valor propi dominant e´s λ = 0.8. Aixo` ens diu que, a llarg termini, la poblacio´es multiplicara` per 0.8 a cada per´ıode de temps. E´s a dir, la poblacio´ de cadanivell es multiplicara` per 0.8. Com que 0.8 < 1, la poblacio´ s’extingira`.Un vector propi corresponent al valor propi dominant e´s (1, 0.19, 0.20). Aixo` vol dirque, a llarg termini, la poblacio´ es distribuira` en aquesta proporcio´. Per exemple,si tenim una poblacio´ total de 1390 individus, es repartiran en 1000 individus delnivell C , 190 del nivell J i 200 del nivell A.
• (Professors d’universitat) Hi havia tres nivells B , L i P i les normes de contrac-tacio´ cada curs queden reflectides en una matriu de Leslie 0.7 0.05 0.10.02 0.8 0
0 0.1 0.94
 .
Calculem els vectors propis i els valors propis d’aquesta matriu.
(1,−0.1967, 0.0814), λ = 0.6983
(1,−4.9406, 3.4298), λ = 0.7920
(1, 0.1372, 2.3888), λ = 0.9457
El valor propi dominant e´s λ = 0.946. Aixo` ens diu que, a llarg termini, el nombrede professors de cada nivell es multiplicara` per 0.946 a cada per´ıode de temps.Per tant, anira` baixant lentament.
2Aqu´ı tambe´ s’aplica la nota anterior.
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Un vector propi corresponent al valor propi dominant e´s (1, 0.14, 2.39). Aixo` vol dirque, a llarg termini, la plantilla de professorat es distribuira` en aquesta proporcio´.Per exemple, si tenim un total de 3530 professors, es repartiran en 1000 beca-ris, 140 lectors i 2390 professors permanents, aproximadament. Aquesta ana`lisiens permet detectar les mancances d’aquesta pol´ıtica de contractacio´: reduccio´constant de plantilla i nombre insuficient de professors lectors.
• (Oficis de pares i fills) Disting´ıem entre pagesos, obrers i professionals i ten´ıemuna matriu experimental L que ens relacionava la professio´ del pare amb la delfill.
L =
0.6094 0.2977 0.16380.3047 0.6372 0.3023
0.0859 0.0651 0.5339
 .
Aqu´ı el valor propi dominant e´s 1, com ha de ser perque` en aquest model no hiha creixement de poblacio´ entre pares i fills. El que interessa e´s cone`ixer quinaseria la distribucio´ d’oficis a llarg termini, si la situacio´ de l’estudi es perllongue´sdurant moltes generacions. Un vector propi del valor propi 1 e´s (1, 1.12, 0.34) pertant, la poblacio´ s’acabaria repartint de manera que per cada empleat hi hauria1.12 obrers i 0.34 pagesos.
• (Bicing) La matriu que ens explica el moviment de bicicletes entre les quatrezones de la ciutat e´s
L =

0.10 0.02 0.10 0.15
0.60 0.50 0.25 0.20
0.20 0.35 0.25 0.40
0.10 0.13 0.40 0.25

El valor propi dominant e´s 1, com ha de ser perque` en aquest model no hi hani augment ni disminucio´ de bicicletes. Un vector propi de valor propi 1 e´s
(1, 4.26, 3.80, 2.90). Aixo` vol dir que, si no apliquem cap mesura correctiva detransport nocturn de bicicletes, a llarg termini, de cada 1200 bicicletes (aproxi-madament), n’hi haura` 100 a la zona alta, 426 a la zona baixa, 380 a la zona esti 290 a la zona oest.3
33.3 Fem-ho amb sage
Resolem els quatre exemples anteriors amb sage.
sage: A=matrix(RDF,[[0,1.87,2.21],[0.15,0,0],[0,0.38,0.45]])
sage: B=matrix(RDF,[[0.7,0.05,0.1],[0.02,0.8,0],[0,0.1,0.94]])
sage: C=matrix(RDF,[[0.6094,0.2977,0.1638],
....: [0.3047,0.6372,0.3023],
[0.0859,0.0651,0.5339]])
sage: D=matrix(RDF,[[0.10,0.02,0.10,0.15],[0.60,0.50,0.25,0.2],
3Estrictament parlant, en aquest exemple no podr´ıem aplicar la teoria que hem desenvolupat, perque`la matriu anterior nome´s te´ dos valors propis i no quatre. De tota manera, un refinament de la teoria(que no estudiarem) ens permet resoldre tambe´ aquests casos.
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....: [0.2,0.35,0.25,0.40],[0.1,0.13,0.4,0.25]])
sage: A
[ 0.0 1.87 2.21]
[0.15 0.0 0.0]
[ 0.0 0.38 0.45]
sage: B
[ 0.7 0.05 0.1]
[ 0.02 0.8 0.0]
[ 0.0 0.1 0.94]
sage: C
[0.6094 0.2977 0.1638]
[0.3047 0.6372 0.3023]
[0.0859 0.0651 0.5339]
sage: D
[ 0.1 0.02 0.1 0.15]
[ 0.6 0.5 0.25 0.2]
[ 0.2 0.35 0.25 0.4]
[ 0.1 0.13 0.4 0.25]
sage: A.eigenvectors_right()
[(0.8001576416931175,
[(-0.9637999732392762, -0.18067689221836866, -0.1960751697749675)],1),
(-0.3510654132649406,
[(0.9040094832345003, -0.38625685516573527, 0.18322798929085068)],1),
(0.0009077715718234064,
[(-0.004619825483303375, -0.7633790746535266, 0.6459342424687123)],1)]
sage: B.eigenvectors_right()
[(0.6983036217141203,
[(0.9780927886680308, -0.19235548112018513, 0.07958558687737832)],1),
(0.7959518780392945,
[(-0.16401668103293, 0.8103346817365105, -0.5625444266170723)],1),
(0.9457445002465843,
[(0.38560495631231606, 0.052915198262701885, 0.9211453736844124)],1)]
sage: C.eigenvectors_right()
[(1.0000000000000004,
[(-0.6481415332583796, -0.7286787024945016, -0.22122364565390876)],1),
(0.3320693975624182,
[(-0.7576550133975228, 0.6423975363022798, 0.11525747709524344)],1),
(0.4484306024375822,
[(-0.6995961594867555, -0.014789235208111403, 0.7143853946948675)],1)]
sage: D.eigenvectors_right()
[(1.0000000000000004,
[(-0.15432583857010407, -0.6573613090506916, -0.5864895429186637,
-0.4473138282680879)],1), (0.13469732336181842 + 0.1396088897246559*I,
[(-0.3130549513931328 + 0.29038532236416076*I, 0.7608827171231797,
-0.011079383818814743 - 0.19856275194835768*I,-0.4367483819112306 -
0.09182257041580322*I)],1), (0.13469732336181842 - 0.1396088897246559*I,
[(-0.3130549513931328 - 0.29038532236416076*I, 0.7608827171231797,
-0.011079383818814743 + 0.19856275194835768*I,-0.4367483819112306 +
0.09182257041580322*I)],1), (-0.16939464672363683,
[(-0.1132693413892941, 0.17334242046374104, -0.7211653532016027,
0.661092274127156)],1)]En conclusio´:
• El valor propi dominant de A e´s ≈ 0.8 i un vector propi e´s ≈ (−0.96,−0.18,−0.20)
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o, equivalentment, ≈ (1, 0.19, 0.20).
• El valor propi dominant de B e´s ≈ 0.946 i un vector propi e´s ≈ (0.386, 0.053, 0.921)o, equivalentment, ≈ (1, 0.14, 2.39).
• El valor propi dominant de C e´s 1 i un vector propi e´s ≈ (−0.65,−0.73,−0.22) o,equivalentment, ≈ (1, 1.124, 0.341).
• En el cas de C , apareixen valors propis no reals (I indica la unitat imagina`ria
i =
√−1, pero` el valor propi dominant e´s 1, amb vector propi
−→v ≈ (−0.154,−0.657,−0.586,−0.447)
o, equivalentment, −→v ≈ (1, 4.26, 3.80, 2.90).
Exercicis
A. Exercicis teo`rics
A =
(
3 2
0 −1
)
, B =
(
3 −1
1 1
)
, C =
(−2 1
2 −2
)
, D =
(
3 0 −1
2 1 4
)
, E =
2 3 15 2 3
1 2 0

F =
0 −11 1
5 −2
 , G =
 21
−1
 , H = (2 1 −1) , J =
1 0 10 1 0
0 0 −1
 , K = ( 4 4−4 −3
)
L =
(
3 4
−2 −3
)
, M =
(
1 2
−2 0
)
.
V.A.1. Calculeu (a ma`)
(a) G H(b) HG(c) A−1DF − DEF(d) (E − J)F (B + 2A)(e) F (K L)−1D + I (I e´s la matriu identitat.)(f ) Ak per qualsevol valor de k > 0. Utilitzeu la fo´rmula
1 + r + r2 + · · ·+ r n = 1− r
n+1
1− r .
V.A.2. Trobeu el valor de la matriu quadrada X tal que
(a) AX = 2X − L(b) AXC + BXC = K(c) A2X + AX + X = I
V.A.3. Escriviu aquest sistema d’equacions en forma matricial i resoleu-lo matricial-ment: {
4x − 2y = −2
−3x + y = 0
V.A.4. Apliqueu la transformacio´ lineal donada per la matriu E al vector k− i.
V.A.5. Trobeu els valors propis i els vectors propis de les matrius A, B , C , K , L, M .
V.A.6. Trobeu un vector de longitud 1 en la direccio´ del vector (1, 2, 3).
210
Exercicis 211
V.A.7. Calculeu les longituds dels costats del triangle de ve`rtex A = (2, 1, 5), B =
(−1,−3, 7), C = (2,−4, 1). Calculeu tambe´ els seus angles.
V.A.8. Escriviu la matriu d’una rotacio´ en sentit horari al pla, amb angle de rotacio´ de22 graus. Apliqueu aquesta rotacio´ al vector −1.6i + 4.2j.
V.A.9. Considereu els vectors de l’espai 2i + j − 2k i 3i − j − k. Calculeu les seveslongituds i l’angle que formen.
V.A.10. Determineu l’equacio´ del pla que passa pel punt (1, 1,−1) i e´s perpendicular alvector 2i + 3j− 2k.
V.A.11. Trobeu equacions parame`triques i cartesianes de la recta de l’espai que passapels punts A = (1,−1, 3) i B = (2, 4,−1).
V.A.12. Trobeu l’equacio´ del pla que passa pel punt (1, 1, 0) i e´s perpendicular a la rectaque passa pels punts A = (1,−1, 3) i B = (2, 4,−1).
B. Exercicis d’aplicacio´
V.B.1. En una gran empresa productora de vi estem monitoritzant la fermentacio´ delmost en tres grans dipo`sits. Prenem mostres i mesurem el contingut de glucosa,fructosa, a`cid ma`lic, a`cid tarta`ric, glicerol, a`cid ace`tic, a`cid succ´ınic i alcohol.Estandarditzem els resultats i els valors que obtenim per aquests tres dipo`sitsso´n, respectivament,
A = (0.56,−0.12, 0.05,−0.21,−0.32, 0.01, 0.17, 0.01)
B = (0.48, 0.00, 0.07,−0.23,−0.44, 0.07, 0.13, 0.11)
C = (0.49,−0.09, 0.06,−0.22,−0.46, 0.02, 0.15, 0.04)
Decidiu si el most del dipo`sit C s’assembla me´s al del dipo`sit A o al del dipo`sit
B . Raoneu la resposta.4
V.B.2. Considerem aquests punts del pla: A = (0, 0), B = (1, 0), C = (3, 2), D = (2, 3).Apliqueu manualment el me`tode k-means a aquests quatre punts, amb k = 2,comenc¸ant amb els punts A i B , fins que el me`tode finalitzi. A cada iteracio´,calculeu el valor de r .
V.B.3. A l’adrec¸a http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Wine trobareu una ba-se de dades que conte´ els valors de 13 variables (alcohol, a`cid ma`lic, magnesi,fenols, etc.) de 178 mostres de vi que procedeixen de tres varietats diferents.Es tracta d’utilitzar k-means amb k = 3 per intentar identificar les mostres decada varietat. Descarregueu-vos aquesta base de dades i utilitzeu el programa
R per distribuir les mostres en tres clu´sters. Compareu amb l’atribucio´ correcta,que tambe´ figura a la base de dades.
4Inspirat en l’article de A. Urtubia et al. titulat Monitoring large scale wine fermentations with infraredspectroscopy, Talanta 64 (2004), 778–784.
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V.B.4. El peix escorp´ı (Pterois volitans) e´s un peix verino´s que e´s una espe`cie invasivai destructiva a algunes zones del Carib. En un estudi sobre aquesta espe`cie(Morris, Shertzer, Rice 2011) es va estructurar la poblacio´ de femelles en tresnivells d’edat: larva (L), jove (J) i adult (A) i es van estudiar els para`metresde reproduccio´ i supervive`ncia. La fase de larva dura 1 mes i la probabilitatque una larva sobrevisqui e´s de 3× 10−5. La probabilitat que un exemplar jovesobrevisqui un mes me´s e´s 0.777 i cada mes un 7.1% dels joves es converteixenen adults. Nome´s els adults so´n fe`rtils i cada adult produeix 35000 larves cadames. Podem pensar que els adults sobreviuen indefinidament. Escriviu unamatriu de Leslie que descrigui l’evolucio´ d’aquesta poblacio´.
V.B.5. Estudiem una poblacio´ de peixos classificats en A (alevins, acabats de ne´ixer),
J (joves, encara no fe`rtils) i F (adults, fe`rtils). Suposem que el 25% dels alevinsi el 50% dels joves sobreviuen i suposem que el adults fe`rtils F tenen 8 criesi so´n retirats. Escriviu una matriu de Leslie que descrigui l’evolucio´ d’aquestapoblacio´.
V.B.6. Els tres nivells ba`sics d’empleats a una empresa informa`tica so´n (A) softwareengineer, (B) senior engineer i (C ) staff engineer. Imaginem que la pol´ıticad’aquesta empresa funcione´s aix´ı: Cada any, 1) Es renoven el 95% dels contractesde nivell C , i per cada 10 enginyers de nivell C es contracta un nou enginyerde nivell A. 2) es renoven el 70% dels contractes de nivell A i es contracta coma nivell B el 2% dels de nivell A. 3) Un 5% dels contractes de nivell B passen anivell C i un 80% dels contractes de nivell B es renoven. Escriviu una matriu Lque descrigui l’evolucio´ dels contractes de nivells A, B i C en aquesta empresa.
V.B.7. Una poblacio´ d’aus es troba repartida entre dues zones humides properes Ai B . Hem observat que cada dia aproximadament un 70% de les aus de A estraslladen a B i un 50% de les aus de B es traslladen a A. Descriviu en formamatricial l’evolucio´ de les dues zones humides d’un dia al segu¨ent. Si entre A i
B hi ha un total de 240 aus i aquest re`gim migratori es mante´ indefinidament,quina distribucio´ d’aus hem d’esperar a llarg termini?
V.B.8. Dividim la poblacio´ d’isards femella en un parc natural en dos grups d’edat: joves(durant el primer any de vida) i adultes, i hem determinat experimentalment quel’evolucio´ anual de la poblacio´ de femelles segueix una matriu de Leslie
A =
(
0 1
0.6 0.8
)
.
Interpreteu el significat d’aquesta matriu. Trobeu la taxa de creixement d’aques-ta poblacio´. Cada any, durant una setmana, s’autoritza la cacera d’una quantitatde femelles adultes que es determina aplicant un percentatge h al total de fe-melles adultes presents. Quin ha de ser el valor de h si volem que la poblacio´es mantingui estable? (Per simplificar l’exercici, hem suposat que despre´s d’unany les femelles ja so´n fe`rtils, mentre que en realitat no ho so´n fins els 3 o 4anys d’edat.)
V.B.9. Una companyia de lloguer de cotxes te´ tres punts de recollida i entrega devehicles, que anomenarem A, B i C . S’ha observat que, dels clients que lloguen
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el cotxe a A, el 10% el torna a B i el 10% el torna a C . D’entre els que lloguenel vehicle a B , el 30% el torna a A i el 50% el torna a C . Finalment, dels quelloguen el vehicle a C , el 20% el torna a A i el 60% a B . Si no fem cap trasllatde vehicles d’una seu a l’altra, com s’acabara` distribuint el parc de vehicles allarg termini?
V.B.10. Suposem que tenim una gran bassa d’aigua contaminada (de volum constant)amb una filtracio´ que fa que cada mes un 5% de l’aigua de la bassa arribi a unaqu¨´ıfer pro`xim. A la bassa hi ha una depuradora que neteja un 10% del materialto`xic cada mes. Formuleu un model teo`ric (discret) de l’evolucio´ de la quantitatde contaminant a la bassa i a l’aqu¨´ıfer. Quina proporcio´ del producte to`xic quehi havia inicialment a la bassa acabara` a llarg termini a l’aqu¨´ıfer?

Part VI:
Funcions de diverses variables
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34. Representacions gra`fiques
34.1 Quan una variable depe`n de dues o me´s variables
Al llarg d’aquest curs hem estudiat funcions del tipus y = y(x) en les quals unavariable y depe`n d’una altra variable x . E´s una situacio´ molt interessant que cal haverente`s perfectament, pero` a ningu´ se li escapa que les necessitats de la cie`ncia enscondueixen, la majoria de vegades, a situacions en les que` una variable y depe`n dedues, tres, o vint-i-cinc variables
y = y(a, b, c , . . .).Parlarem, en aquests casos, de funcions de dues, tres o vint-i-cinc variables o, engeneral, de funcions de diverses variables.L’objectiu d’aquesta darrera part del curs e´s familiaritzar-nos amb aquestes funcionsi veure fins a quin punt els me`todes que hem apre`s a utilitzar amb les funcions d’unau´nica variable poden estendre’s a les funcions de diverses variables. Comencem posantalguns exemples.
• Els models econo`mics estudien funcions de produccio´ que expressin la produccio´
Q com a funcio´ del capital invertit K i del treball utilitzat L. Una funcio´ cla`ssicad’aquest tipus e´s la funcio´ de produccio´ CES
Q(K , L) = F (aK r + (1− a)Lr )1/r .Aquesta funcio´ te´ diversos para`metres F , a, r que estan relacionats, respecti-vament, amb els conceptes de productivitat, repartiment entre els dos factorsde produccio´ K i L i “elasticitat de substitucio´” (que mesura la possibilitat desubstitucio´ d’un dels factors per l’altre).• Ja coneixem la funcio´ que ens do´na la temperatura de sensacio´ (wind chill) coma funcio´ de la temperatura i la velocitat del vent.
W (T ,V ) = 13.12 + 0.6215T − (11.37− 0.3965T )V 0.16.Es tracta d’una funcio´ de dues variables.• En un estudi1 es va determinar la concentracio´ de O2 dissolt a l’aigua d’un llacconcret com a funcio´ de la profunditat i de l’e`poca de l’any. D’aquesta manera,es va obtenir una funcio´ emp´ırica de dues variables
C = C (P, t)que do´na la concentracio´ C com a funcio´ de la profunditat a l’aigua del llac P iel dia de l’any t .
1Vegeu L. K. Hembre i R. O. Megard, Seasonal and diel patchiness of a Daphnia population. Anacoustic analysis, Limnol. Oceanogr. 48(6), 2003, 2221–2233.
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• Un mapa meteorolo`gic isoba`ric e´s una representacio´ gra`fica de la pressio´ at-mosfe`rica que hi ha a cada punt d’una zona geogra`fica, en un instant donat.Aquesta pressio´ atmosfe`rica podem considerar-la, doncs, com una funcio´ de duesvariables
P = P(L, l)on L i l so´n, respectivament, la latitud i la longitud del punt on volem saber lapressio´. Si, en lloc d’un mapa isoba`ric fix volem un mapa en moviment, que ensindiqui la pressio´ atmosfe`rica de cada punt per a un interval de temps, tindremuna funcio´ de tres variables
P = P(L, l , t).
• Una fotografia digital en blanc i negre (me´s correctament, en escala de grisos)e´s un rectangle de p´ıxels i, per a cada p´ıxel, un nivell de lluminositat. Podementendre-la com una funcio´
N = N(x , y)que assigna, al p´ıxel de coordenades (x , y), el seu nivell de lluminositat. Si, enlloc d’una fotografia digital, tenim un v´ıdeo, hi haura` la variable temps i el v´ıdeoestara` perfectament determinat per una funcio´ de tres variables
N = N(x , y , t).
• En els exemples d’aquest curs hem considerat diverses vegades la produccio´ d’uncamp (per exemple, de cereals) com a funcio´ P = P(Q) de la prese`ncia al so`l d’uncert nutrient (per exemple, el nitrogen), pero` e´s clar que un model me´s realistahauria de tenir en compte la prese`ncia de diversos nutrients (per exemple, elfo`sfor, el potassi, el sofre...). De fet, en agricultura es consideren 12 nutrientsessencials que so´n al so`l i que s’haurien de controlar. En aquest model me´scomplet, la produccio´ seria una funcio´
P = P(Q1,Q2, . . . ,Q12).
• La longitud d’un vector e´s una funcio´ de les seves coordenades. Per exemple, enel cas d’un vector de dimensio´ 3,
|−−−−−→(x , y , z)| =
√
x2 + y2 + z2.
• L’´ındex Dow Jones Industrial Average DJI A es calcula en funcio´ de les cotitzacionsde les accions de 30 empreses p1, . . . , p30. La funcio´ e´s aquesta
DJI A =
p1 + · · ·+ p30
don d e´s una constant que en aquests moments (abril del 2016) val
d = 0.14602128057775.
Tenim, doncs, una funcio´ de trenta variables. En canvi, l’´ındex Nasdaq Compositees determina a partir de les cotitzacions de me´s de 3000 empreses tecnolo`giques.Per tant, aquest ı´ndex e´s una funcio´ de me´s de 3000 variables.
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• A la pa`gina 117 vam presentar l’equacio´ de Penman-Monteith que utilitza la FAOper calcular l’evapotranspiracio´ del so`l:
E T0 =
0.408∆(Rn − G ) + γ 900T+273u2(es − ea)
∆ + γ(1 + 0.34u2)
.
Veiem que e´s una funcio´ de diverses variables: velocitat del vent, temperatura,radiacio´ solar, flux de calor del so`l, humitat, etc.
• En els estudis d’eficie`ncia te`rmica d’un edifici ens interessa cone`ixer la pe`rduade calor a les canonades d’aigua calenta. Aquesta pe`rdua de calor ve donadaper una funcio´ de diverses variables
q =
pi∆
log(D/D0)
2k
+
1
hD
.
D0 e´s el dia`metre exterior de la canonada, D e´s el dia`metre exterior de la capaa¨ıllant de la canonada, ∆ e´s la difere`ncia entre la temperatura de l’aigua calentaque circula per la canonada i la temperatura ambient, k e´s la conductivitat te`rmicade l’a¨ıllament i h e´s el coeficient de transfere`ncia de calor de la superf´ıcie del’a¨ıllament a l’aire.2
• La fo´rmula que s’ha proposat3 per estimar la superf´ıcie corporal A (en m2) d’une´sser huma` d’alc¸ada H cm i pes W kg e´s
A = 0.007184W 0.425H0.725.
• Una fo´rmula que s’utilitza4 per mesurar la temperatura d’equilibri te`rmic del coshuma` —e´s a dir, aquella en la que no notar´ıem ni fred ni calor— e´s
T = 31− 0.155PR
on P e´s la produccio´ metabo`lica de calor en W/m2 i R e´s la mesura de l’a¨ıllamentte`rmic de la vestimenta que es dugui. R es mesura en unes unitats anomenadesclo, (1 clo=0.155 K m2/W). Per exemple, una persona dormint (P = 50) en un sacde duvet (R = 5) tindria una temperatura d’equilibri de −7.8◦C, mentre que unapersona caminant de pressa (P = 180) amb roba d’estiu (R = 0.4) tindria unatemperatura d’equilibri de 19.8◦C.
34.2 Alguns conceptes ba`sics
Hi ha una se`rie de conceptes ba`sics sobre funcions d’una variable que tenen validesaper a funcions de diverses variables, pra`cticament sense fer cap canvi.
2Aquest exemple e´s me´s complicat del que sembla a primera vista perque` h depe`n de la temperatura dela canonada a¨ıllada i aquesta temperatura depe`n de q. Calcular aquesta pe`rdua de calor e´s un problemacla`ssic d’enginyeria.3Vegeu B. M. Nigg i W. Herzog, Biomechanics of the Musculoskeletal System, 1998.4Vegeu Clothing insulation a Wikipedia.org.
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• Domini de definicio´ Una funcio´ de diverses variables f (x , y , z , . . .) estara` definidaper a certs valors de les variables x , y , z , . . . (que poden ser tots). Fora d’aquestsvalors, pot ser que la funcio´ no tingui sentit, o simplement que no ens interessiestudiar-la. Per exemple, la funcio´
f (x , y , z) = x2 + y2 − 2xyesta` definida per a qualsevol valor de les variables x , y , z , pero` el domini dedefinicio´ de la funcio´
f (x , y) =
√
1− x2 − y2esta` format pels punts del pla (x , y) tals que x2 + y2 ≤ 1. Aquests punts so´n elspunts de l’interior de la circumfere`ncia de radi 1 centrada a l’origen i tambe´ elspunt d’aquesta circumfere`ncia.• L´ımits Funcionen igual que en el cas d’una variable:
lim
(x ,y)→(0,0)
xy√
x2 + y2
= lim
(x ,y)→(0,0)
1√
1
y2
+ 1
x2
= 0.
• Continu¨ıtat Podem parlar de funcions cont´ınues, que seran aquelles tals que elvalor de la funcio´ en un punt qualsevol coincideix amb el l´ımit de la funcio´ quanens acostem a aquest punt.• Operacions amb funcions Les mateixes operacions que considera`vem per a fun-cions d’una variable —suma, resta, multiplicacio´, divisio´ i composicio´— tenen plesentit en el cas de diverses variables. A partir de les funcions elementals d’unavariable podem obtenim una varietat il.limitada de funcions de diverses variables:
f (x , y , z) =
sin(xy)(ez + 1)
z2 + cos(y)
.
34.3 Representacions gra`fiques
No hi ha dubte que, en el cas d’una funcio´ d’una variable, la representacio´ gra`fica e´s unaeina magn´ıfica que ens permet visualitzar la funcio´ i entendre el seu comportament. Enel cas de funcions de diverses variables, la representacio´ gra`fica esdeve´ dif´ıcil, exceptequan es tracta de funcions de dues variables. En efecte, si tenim una funcio´
z = f (x , y)podem actuar de manera similar a com ho fe`iem a l’hora de dibuixar la gra`fica d’unafuncio´ d’una variable. Representem les variables dependents x , y en un pla i, en l’espaide tres dimensions, dibuixem el punt (x , y , f (x , y)). El que obtenim, en general, e´suna superf´ıcie en 3D, de la mateixa manera que la gra`fica d’una funcio´ y = f (x) e´suna corba en 2D. Utilitzant un programa de dibuix 3D podem arribar a visualitzarrelativament be´ una funcio´ z = f (x , y), principalment si podem moure la imatge.Per exemple, la comanda
sage: plot3d(2*x^2-y^2,(x,-5,5),(y,-5,5),adaptive=True,
....: color=rainbow(60,’rgbtuple’))produeix un dibuix de la superf´ıcie representada per la funcio´ z = 2x2 − y2.
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La comanda
sage: plot3d(sin(x)+cos(y),(x,-10,10),(y,-10,10),adaptive=True,
....: color=rainbow(60,’rgbtuple’))produeix un dibuix de la superf´ıcie representada per la funcio´ z = sin(x) + cos(y).
I la comanda
sage: plot3d(exp(x/5)*cos(y),(x,-5,5),(y,-5,5),adaptive=True,
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....: color=[’red’,’yellow’])produeix un dibuix de la superf´ıcie representada per la funcio´ z = exp(x/5) cos(y).
Hi ha altres eines de visualitzacio´ que cal tenir presents:
• Taula de doble entrada Considerem, per exemple, la funcio´ que ens do´na latemperatura de sensacio´ a partir de la temperatura i la velocitat del vent. Encasos com aquest, pot ser molt u´til representar els valors de la funcio´ en unataula de doble entrada com aquesta, feta amb un full de ca`lcul.
Cada fila representa una velocitat del vent, de 5 km/h a 100 km/h, en intervals de5 km/h. Cada columna representa una temperatura, de 10◦C a −30◦C, en intervalsde 2◦C.
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• Seccions Si, a la superf´ıcie z = f (x , y), fem que una de les tres variables siguiconstant, tindrem una corba plana que sera` la interseccio´ d’aquesta superf´ıcieamb un pla. Per exemple, considerem la funcio´ anterior
z = 2x2 − y2.
– Si prenem z = k constant, tenim la corba plana 2x2 − y2 = k , que e´s unahipe`rbola. Per tant, les seccions horitzontals de la superf´ıcie so´n hipe`rboles.
– Si prenem x = k constant, tenim la corba plana z = 2k2 − y2, que e´s unapara`bola amb un ma`xim. Per tant, tallant la superf´ıcie amb un pla vertical
x = k obtenim para`boles.
– Finalment, si fem y = k constant, tenim la corba plana z = 2x2 − k2, quee´s una para`bola amb un mı´nim. Per tant, tallant la superf´ıcie amb un plavertical y = k obtenim para`boles.
Si estudiem les seccions verticals x = k i y = k de la funcio´ z = exp(x/5) cos(y)ens adonarem que les primeres so´n corbes cosinus i les segones so´n corbesexponencials i entendrem, sense necessitat de reco´rrer a cap programa de dibuix3D que la gra`fica d’aquesta funcio´ sera` una corba cosinus que es desplac¸a perun eix i la seva amplitud es va fent cada vegada me´s petita o me´s gran segonsuna funcio´ exponencial.
• Corbes de nivell E´s un me`tode cla`ssic que te´ molt avantatges. Les corbes denivell s’utilitzen als mapes topogra`fics i tambe´ als mapes meteorolo`gics. So´n unabona manera de representar en un paper una funcio´ de dues variables. La ideae´s senzilla. Si tenim una funcio´ y = f (x , y), una corba de nivell d’aquesta funcio´e´s una corba plana
f (x , y) = k
on k e´s una constant. Prenent diversos valors de la constant k , tenim corbes denivell diverses que poden dibuixar-se en un pla de coordenades.
Considerem, per exemple, la funcio´ que ens do´na la temperatura de sensacio´
W (T ,V ) en funcio´ de la temperatura i la velocitat del vent, que hem representatme´s amunt en una graella, donaria corbes de nivell com les de la figura segu¨ent.Cada corba de nivell esta` dibuixada amb una comanda com aquesta:
sage: implicit_plot(W(T,V)-k,(x,-20,10),(y,10,100),aspect_ratio=0.3)
La gra`fica conte´ les corbes de nivell corresponents a
W = 0,−6,−12,−18,−24,−30,−36,−42.
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Per exemple, els punts que estan sobre la corba de nivell W = −18 ens donenles combinacions de T i V que donen W = −18. Quan ens movem per unacorba de nivell, sempre tenim la mateixa temperatura de sensacio´. Amb un certentrenament,5 una gra`fica de corbes de nivell ens permet visualitzar amb forc¸aclaredat el comportament d’una funcio´ de dues variables.Aqu´ı tenim corbes de nivell d’altres funcions que han aparegut en aquest cap´ıtol:
La funcio´ 2x2 − y2.
5Per exemple, els excursionistes que estan acostumats a utilitzar mapes topogra`fics so´n capac¸os d’i-maginar la forma del terreny a partir de la informacio´ del mapa.
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la funcio´ sin(x) + cos(y).
La funcio´ exp(x/5) cos(y).
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34.4 Fem-ho amb sage
Al llarg del cap´ıtol ja hem vist quines instruccions de sage podem utilitzar per repre-sentar funcions de dues variables. D’una banda, tenim la instruccio´ plot3d() de dibuixen 3D. Per dibuixar corbes de nivell e´s u´til la comanda implicit plot() que ja hav´ıemusat en algun cap´ıtol anterior.Per estalviar feina en els dibuixos anteriors, hem definit una funcio´ que dibuixadirectament corbes de nivell:
sage: y=var(’y’)
sage: def corbes_nivell(f,x0,x1,y0,y1,L,h):
....: P=[]
....: for i in range(len(L)):
....: P.append(implicit_plot(f(x,y)-L[i],(x,x0,x1),(y,y0,y1),
....: aspect_ratio=h))
....: return sum(P)Aqu´ı L e´s una llista dels valors de k per als que volem dibuixar la corba de nivell
f (x , y) = k .
35. Derivades quan hi ha diverses variables
35.1 Quan hi ha diverses variables, hi ha diverses derivades
Ja sabem que el concepte de derivada d’una funcio´ d’una variable e´s un concepteque te´ una importa`ncia fonamental perque` e´s la mesura de la velocitat amb que` creixaquesta funcio´ quan creix la variable de la que depe`n. Aquest concepte fonamental, te´tambe´ sentit quan hi ha dues o me´s variables? Podem parlar de derivada quan tenim,per exemple, una funcio´ z = z(x , y)? Que` voldra` dir, en aquest cas, la “velocitat decreixement”?Si hi reflexionem un instant, entendrem que si volem parlar de derivada quan hiha diverses variables hem de canviar algunes coses. De fet, no podrem parlar de laderivada, sino´ que tindrem diversos conceptes de derivada. L’explicacio´ quedara` claraamb l’exemple segu¨ent.
• Imaginem un ciclista que puja per la carretera de Vallter. Quan es trobi exacta-ment al quilo`metre 4 d’aquesta ascensio´ cla`ssica haura` de fer front a un pendentdel 12%. Aquest 12% ja sabem que e´s la derivada de l’alc¸ada respecte de lalongitud de la ruta (mesurada sobre l’horitzontal).
• Imaginem ara un ciclista de muntanya que esta` pujant al Puigmal i es troba a lacota 2.600, al punt vermell del mapa segu¨ent i preguntem-nos, igual que abans,a quin pendent ha de fer front.
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La resposta e´s: depe`n. Depe`n de quin camı´ segueixi. Si pedala en direccio´ ala Collada de l’Embut, tindra` un pendent moderat. Si va me´s cap a l’esquerratrobara` un pendent molt me´s fort. Si va me´s cap a la dreta, el pendent no sera`tan fort. Finalment, si segueix una corba de nivell, a la dreta o a l’esquerra,es mantindra` a la mateixa alc¸ada i el pendent sera` zero. Veiem, doncs, que elpendent depe`n de la direccio´. De fet, canviant la direccio´, el pendent pot prendrequalsevol valor entre −m i m, on m e´s el pendent ma`xim.
Veiem, doncs, que si be´ la velocitat de creixement d’una funcio´ d’una variable, en un
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punt concret, e´s un nombre (la derivada), quan tenim funcions de dues o me´s variables,no podem parlar de derivada, perque` la velocitat de creixement depe`n de la direccio´que considerem.
35.2 Derivada direccional i derivades parcials
Segons el raonament que acabem de fer, si tenim una funcio´ de diverses variables
y = f (x1, . . . , xn),
i donem un vector −→v = (v1, . . . , vn)amb tantes coordenades com variables tingui la funcio´ f , te´ sentit parlar de la velocitatde creixement de y en la direccio´ indicada pel vector −→v . Escriurem
D−→v yi direm que es tracta d’una derivada direccional de la funcio´.La manera de calcular aquesta derivada direccional e´s senzilla d’entendre. Es tractade considerar aquesta funcio´ d’una u´nica variable t:
g(t) = f (x1 + tv1, . . . , xn + tvn).
Aleshores, la derivada direccional en la direccio´ −→v e´s la derivada d’aquesta funcio´.
D−→v y =
d
dt
g(t).
Per simplificar la notacio´, considerem a partir d’ara que estem parlant d’una funcio´ dedues variables (pero` tot el que direm e´s va`lid, sense cap canvi, per a funcions de treso tres-centes variables). Si tenim, doncs, una funcio´
z = f (x , y)
podem considerar la seva derivada en qualsevol direccio´ del pla. Hi dues direccions“especials” que so´n les direccions que segueixen els eixos de coordenades x i y , res-pectivament. En direm derivades parcials respecte de x i respecte de y . La notacio´utilitza el s´ımbol espec´ıfic ∂:
∂z
∂x
,
∂z
∂y
.
La derivada parcial respecte de x la podem entendre com la derivada de la funcio´ zsuposant que y e´s constant, i la derivada parcial respecte de y la podem entendrecom la derivada de la funcio´ z suposant que x e´s constant. D’aquesta manera, lesregles de derivacio´ que coneixem per a funcions d’una variable ens permeten calcularles derivades parcials immediatament.
Exemple. Considerem la funcio´ de dues variables
z =
√
4− x2 − 2y2.
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Les seves dues derivades parcial seran
∂z
∂x
= − x√
4− x2 − 2y2 ,
∂z
∂y
= − 2y√
4− x2 − 2y2 .
Observem, doncs, que una funcio´ de dues variables te´ dues derivades parcials quetornen a ser funcions de dues variables. Aixo` vol dir que cadascuna d’elles te´ duesderivades parcials, que seran derivades parcials segones de la funcio´ inicial. Enconclusio´, una funcio´ de dues variables te´ quatre derivades parcials segones, que esdenoten aix´ı:
∂2z
∂x2
,
∂2z
∂y2
,
∂2z
∂x∂y
,
∂2z
∂y∂x
.
• En condicions forc¸a generals (n’hi ha prou que les segones derivades parcialssiguin funcions cont´ınues), les derivades parcials creuades so´n iguals:
∂2z
∂x∂y
=
∂2z
∂y∂x
.
• Les quatre derivades parcials segones es poden escriure en forma de matriu 2×2(o n × n si estem parlant de funcions de n variables). La matriu que formens’anomena matriu hessiana de la funcio´.
∂2z
∂x2
∂2z
∂y∂x
∂2z
∂x∂y
∂2z
∂y2
 .
35.3 El gradient
Seguim suposant, per simplificar la notacio´, que tenim una funcio´ de dues variables
z = z(x , y).S’anomena vector gradient de la funcio´, o simplement gradient de la funcio´, el vectorque te´ per coordenades les derivades parcials de la funcio´. La notacio´ utilitza el s´ımbolespec´ıfic ∇:
∇z =
(
∂z
∂x
,
∂z
∂y
)
.
Recordem que, per a cada valor de les variables independents x , y , el gradient e´s unvector.Exemple. Si z = e2x cos(y), aleshores
∇z = (2e2x cos(y),−e2x sin(y))i si, per exemple, (x , y) = (0,pi/2), el vector gradient en aquest punt val
∇z |(0,1) = (0,−1).
Les propietats d’aquest vector que ens interessa recordar so´n aquestes:
230 35. Derivades quan hi ha diverses variables
• El gradient ens permet calcular les derivades direccionals segons aquesta fo´r-mula que utilitza el producte escalar.
D−→v z =
(∇z) · −→v
|v | .
• El vector gradient apunta en la direccio´1 de ma`xim pendent, e´s a dir, en la direccio´en la que la funcio´ creix me´s ra`pidament. Aquest ma`xim pendent, aplicant lafo´rmula anterior, val
m = D∇z z = |∇z |.
E´s a dir, el gradient ens indica la direccio´ de ma`xim pendent i la seva longitude´s el pendent ma`xim.
• La direccio´ de pendent zero e´s la direccio´ perpendicular al gradient. En altresparaules, les corbes de nivell so´n perpendiculars al gradient.
• La direccio´ de ma`xim pendent negatiu e´s la direccio´ oposada al vector gradient.
Exemple. Considerem la funcio´ z = 2x2− y2 i el punt (1,−1). Comencem calculant lesderivades parcials.
∂z
∂x
= 4x ,
∂z
∂y
= −2y .
Per tant, el vector gradient e´s
∇z = (4x ,−2y)
En el punt (1,−1) aquest gradient val ∇z = (4, 2) i, per tant, la direccio´ de creixementma`xim e´s la direccio´ donada pel vector 4−→i + 2−→j , que e´s la mateixa direccio´ que elvector 2−→i +−→j . La direccio´ de decreixement ma`xim e´s la del vector −2−→i −−→j .La velocitat de creixement ma`xim e´s
|∇z | = |4−→i + 2−→j | = 2
√
5.
La direccio´ de creixement zero (e´s a dir, la direccio´ de la corba de nivell) en aquestpunt e´s la direccio´ perpendicular a 2−→i + −→j . E´s a dir, la direccio´ marcada pel vector−→
i − 2−→j .Finalment, quina seria la velocitat de creixement en la direccio´ del vector −→u =
(−1, 1)? Cal calcular la derivada direccional
D(−1,1)z =
(∇z) · (−1, 1)
|(−1, 1)| =
(4, 2) · (−1, 1)
|(−1, 1)| = −
2√
2
= −
√
2.
1Haur´ıem de dir el sentit.
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35.4 Fem-ho amb sage
Les derivades parcials es poden calcular amb la mateixa instruccio´ diff() del casd’una variable. Tambe´ tenim la comanda gradient().
sage: z(x,y)=sqrt(4-x^2-2*y^2)
sage: diff(z(x,y),x)
-x/sqrt(-x^2 - 2*y^2 + 4)
sage: diff(z(x,y),y)
-2*y/sqrt(-x^2 - 2*y^2 + 4)
sage: z.gradient()
(x, y) |--> (-x/sqrt(-x^2 - 2*y^2 + 4), -2*y/sqrt(-x^2 - 2*y^2 + 4))
sage: z.gradient()(1,-1)
(-1, 2)
36. Pla tangent i aproximacio´ lineal
36.1 Pla tangent
Entre les primeres aplicacions de la derivada que vam considerar en el cas d’unavariable hi ha la determinacio´ de la recta tangent i, com a consequ¨e`ncia, l’aproximacio´lineal de funcions. En el cas de dues variables podem parlar de pla tangent a la gra`ficad’una funcio´ en un punt.Suposem que tenim una funcio´ z = z(x , y) i un punt (x0, y0). En aquest punt,la funcio´ valdra` z0 = z(x0, y0). Voldr´ıem trobar l’equacio´ del pla que passa pel punt
(x0, y0, z0) i e´s tangent a la gra`fica de la funcio´ z = z(x , y). Recordem que l’equacio´d’un pla en 3D te´ la forma
ax + by + cz = don els coeficients a, b, c , d so´n nombres indeterminats. Si c 6= 0, podem escriure aquestaequacio´ en la forma
z = A + Bx + C yon ara A,B,C so´n nombres indeterminats. Igual que passava en el cas d’una variable,els coeficients B i C s’identifiquen a les derivades parcials de la funcio´ z . E´s a dir, elpla tangent te´ la forma
z = A +
∂z
∂x
∣∣∣
(x0,y0)
x +
∂z
∂y
∣∣∣
(x0,y0)
y .
En aquesta equacio´ encara hi ha un coeficient indeterminat A, pero` aquest coeficientes pot calcular perque` sabem que el pla ha de passar pel punt concret (x0, y0, z0). Elresultat final e´s que l’equacio´ del pla tangent e´s aquesta:
z = z0 +
∂z
∂x
∣∣∣
(x0,y0)
(x − x0) + ∂z
∂y
∣∣∣
(x0,y0)
(y − y0).
Exemple. Trobem el pla tangent a la gra`fica de la funcio´ f (x , y) = sin(x) + cos(y) enel punt (0,pi/2).Comencem calculant el gradient de la funcio´ en aquest punt:
∇f (x , y) = (cos(x),− sin(y)) = (1,−1).
Aleshores, l’equacio´ del pla tangent e´s
z = A + x − y
i aquest pla ha de passar pel punt (0,pi/2, 0). Aixo` ens do´na A = pi/2 i el pla tangentque busquem e´s
z =
pi
2
+ x − y .
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Si, en lloc d’una funcio´ de dues variables tenim una funcio´ de n variables, no par-larem de pla tangent, sino´ d’hiperpla` tangent. Si tenim n variables, la gra`fica de lafuncio´ esta` en un espai de dimensio´ n+1 i un hiperpla` en aquest espai e´s una varietatlineal de dimensio´ n.
36.2 Aproximacio´ lineal
En el cas de les funcions d’una variable, l’aproximacio´ lineal consistia en aproximarla funcio´ per una funcio´ lineal, e´s a dir, una recta. La millor aproximacio´ lineal s’obte´quan aquesta recta e´s la recta tangent a la gra`fica. Vam arribar a aquesta fo´rmula
f (x) ≈ f (a) + f ′(a)(x − a)on a e´s l’abscissa del punt de tange`ncia. Quan tenim una funcio´ de dues variables,la gra`fica de la funcio´ e´s una superf´ıcie en 3D i la millor aproximacio´ lineal d’unafuncio´ f (x , y) s’obtindra` prenent el pla tangent a la gra`fica de la funcio´, en el punt derefere`ncia. L’equacio´ del pla tangent ja la coneixem per l’apartat anterior i arribem a laconclusio´ que l’aproximacio´ lineal d’una funcio´ f (x , y) en un punt (a, b) vindra` donadaper
f (x , y) ≈ f (a, b) + ∂f
∂x
∣∣∣
(a,b)
(x − a) + ∂z
∂y
∣∣∣
(a,b)
(y − b).
Exemple. Volem aproximar la funcio´ z = x2y + 2xey al punt (2, 0). Hem de comenc¸arcalculant les derivades parcials de la funcio´ en aquest punt.
∂z
∂x
= 2xy + 2ey = 2,
∂z
∂y
= x2 + 2xey = 8.
En el punt (2, 0) la funcio´ val z = 4. Aleshores, l’aproximacio´ lineal sera`
z ≈ 4 + 2(x − 2) + 8y = 2x + 8y .
Si la funcio´ que estudiem te´ n variables, l’aproximacio´ lineal tambe´ tindra` n varia-bles.
36.3 La regla de la cadena
Recordem que la regla de la cadena ens permetia trobar la derivada de la composicio´de dues funcions. La situacio´ era aquesta. Ten´ıem una funcio´ y = y(x) en la qual lavariable x era funcio´ d’una tercera variable x = x(t), i vol´ıem determinar la derivadade y respecte de t . La regla de la cadena ens diu que aquesta derivada e´s igual alproducte de la derivada de y respecte de x i la derivada de x respecte de t:
dy
dt
=
dy
dx
· dx
dt
.
Quins canvis hem de fer quan tenim funcions de diverses variables? Ben pocs. N’hiha prou amb substituir la multiplicacio´ anterior pel producte escalar. Me´s concre-tament, suposem que tenim una funcio´ de dues variables z = z(x , y) i suposem que
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cadascuna d’aquestes dues variables e´s funcio´ d’una tercera variable x = x(t), y = y(t).Aleshores,
dz
dt
= (∇z) · (x ′, y ′) = ∂z
∂x
dx
dt
+
∂z
∂y
dy
dt
.
La situacio´ podria ser encara me´s complicada. Podr´ıem tenir una funcio´ z = z(x , y)en la qual les dues variables fossin funcio´ de dues noves variables: x = x(u, v), y =
y(u, v). En aquest cas, la millor manera d’expressar la regla de la cadena e´s de maneramatricial: (
∂z
∂u
∂z
∂v
)
=
(
∂z
∂x
∂z
∂y
)∂x∂u ∂x∂v∂y
∂u
∂y
∂v
 .
Exemple. Recordem (pa`gina 218 la fo´rmula que s’utilitza per estimar la superf´ıciecorporal:
A = 0.007184W 0.425H0.725.En una certa societat, l’alc¸ada mitjana d’un noi de 13 anys e´s 154.3 cm i el seu pesmitja` e´s de 43.3 kg. Volem trobar una fo´rmula que ens doni la velocitat de creixementde la superf´ıcie corporal. E´s a dir, volem cone`ixer dA/dt . La regla de la cadena ensdiu aixo`:
dA
dt
=
∂A
∂W
dW
dt
+
∂A
∂H
dH
dt
.
Determinem ara el gradient de A:
∇A = (0.0030532W−0.575H0.725, 0.0052084W 0.425H−0.275) = (0.013500, 0.006463).
Apliquem la regla de la cadena:
dA
dt
= 0.013500W ′ + 0.006463H ′.
D’aquesta manera, com que hi ha molts estudis sobre el creixement en alc¸ada i en pes,coneixem tambe´ com creix la superf´ıcie de la pell.Totes aquestes fo´rmules es poden generalitzar sense canvis importants al cas defuncions amb un nombre arbitrari de variables.
36.4 Fem-ho amb sage
Considerem l’exercici anterior que demanava trobar l’aproximacio´ lineal de la funcio´
z = x2y + 2xey al punt (2, 0). El podem resoldre amb sage amb aquesta comanda:
sage: z(x,y)=x^2*y+2*x*e^y
sage: L=taylor(z,(x,2),(y,0),1)
sage: L(x,y)
2*x+8*yPer resoldre l’exercici de la superf´ıcie corporal, podem fer aixo`:
sage: A(W,H)=0.007184*W^0.425*H^0.725
sage: t=var(’t’)
sage: W=function(’W’)(t)
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sage: H=function(’H’)(t)
sage: diff(A(W,H),t).subs(W==43.3,H==154.3)
0.00646265625279537*D[0](H)(t) + 0.0135001940086864*D[0](W)(t)
sage: view(_)
0.00646265625279537D[0] (H) (t) + 0.0135001940086864D[0] (W ) (t)
37. Optimitzacio´ en diverses variables
Quan estudia`vem funcions d’una variable, una de les aplicacions importants de la deri-vada va ser l’optimitzacio´, e´s a dir, la determinacio´ dels ma`xims i mı´nims d’una funcio´.En el cas de les funcions de diverses variables, la derivada que hem estudiat en elscap´ıtols precedents tambe´ e´s una eina fonamental en l’optimitzacio´, pero` alguns detallsso´n una mica me´s complicats.
37.1 Domini de definicio´ i punts interiors
La primera complicacio´ que apareix en el cas de diverses variables e´s la forma deldomini de definicio´. En el cas d’una variable, les funcions que apareixen a la pra`cticaestan definides a tota la recta o potser a una col.leccio´ d’intervals. En el cas de, perexemple, dues variables, les funcions poden estar definides en regions del pla quepoden tenir una forma me´s o menys complicada.Per exemple, la funcio´
f (x , y) =
√
1− x2 − 2y2esta` definida a tots els punts (x , y) del pla tals que
x2 + 2y2 ≤ 1.
Aquesta regio´ esta` formada pels punts de l’el.lipse x2 + 2y2 = 1 i per tots els puntsde l’interior d’aquesta el.lipse. En un altre exemple, podem estar estudiant una funcio´
g(p, q) = 5p2q3 on p i q so´n proporcions, e´s a dir, nombres entre 0 i 1. Aleshores,encara que la funcio´ g , des d’un punt de vista matema`tic, esta` definida arreu, el dominide definicio´ on ens interessa la funcio´ e´s el quadrat
0 ≤ p ≤ 1, 0 ≤ q ≤ 1.
Al domini de definicio´ d’una funcio´ distingirem entre els punts interiors i els puntsde la frontera. Un punt e´s interior quan al seu voltant hi ha tot un petit disc de puntson la funcio´ esta` definida. En els exemples anteriors, la frontera per a la funcio´ f (x , y)e´s una el.lipse i la frontera per a la funcio´ g(p, q) esta` formada pels quatre costats d’untriangle.
37.2 Ma`xims i m´ınims locals
Un argument geome`tric similar al del cas d’una variable ens diu que si una funcio´ dediverses variables te´ un ma`xim local o un mı´nim local en un punt interior del dominide definicio´, el pla tangent1 a la gra`fica de la funcio´ sera` horitzontal. Si recordem
1Si es tracta d’una funcio´ de me´s de dues variables, parlarem de l’hiperpla` tangent.
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l’equacio´ del pla tangent, veiem que aquest pla e´s horitzontal quan totes les derivadesparcials so´n iguals a zero.Un punt cr´ıtic d’una funcio´ de diverses variables e´s un punt en el que totes lesderivades parcials de la funcio´ so´n iguals a zero. Els punts interiors on la funcio´ te´ unextrem local so´n punts cr´ıtics de la funcio´. Per trobar els punts cr´ıtics d’una funcio´ dediverses variables z(x1, . . . , xn) haurem de resoldre un sistema d’equacions.
∂f
∂xi
= 0, i = 1, . . . , n.
Un cop haguem trobat els punts cr´ıtics de la funcio´, hem de decidir si so´n ma`xims omı´nims locals. En el cas de les funcions d’una variable, la derivada segona ens podiaresoldre aquest problema. En el cas de diverses variables, utilitzarem el criteri de lamatriu hessiana. Recordeu que aquesta matriu esta` formada per les derivades segonesde la funcio´.Sigui H la matriu hessiana d’una funcio´ calculada en un punt cr´ıtic P i suposemque H e´s invertible. Aleshores
• Si tots els valors propis de H so´n positius, la funcio´ te´ un mı´nim local a P .
• Si tots els valors propis de H so´n negatius, la funcio´ te´ un ma`xim local a P .
• Si H te´ valors propis positius i valors propis negatius, P e´s un punt de sella.Aixo` vol dir que a P hi ha direccions en les que la funcio´ te´ un ma`xim local idireccions en les que la funcio´ te´ un mı´nim local.
Considerem, per exemple, el cas de dues variables z = z(x , y). La matriu hessiana sera`una matriu 2× 2 
∂2z
∂x2
∂2z
∂y∂x
∂2z
∂x∂y
∂2z
∂y2
 .
Suposem que P = (x0, y0) e´s un punt cr´ıtic de la funcio´. Avaluem la matriu hessianaen aquest punt i obtenim una matriu
H =
(
a b
c d
)
on a, b, c , d so´n nombres. Per decidir si P e´s ma`xim local o mı´nim local haur´ıem deveure si els valors propis d’aquesta matriu so´n positius o negatius. Ho podem fercalculant els valors propis, pero` de fet no e´s necessari calcular-los expl´ıcitament persaber si so´n positius o negatius. Podem utilitzar aquest criteri senzill:
• Si det(H) > 0 i a > 0, aleshores P e´s un mı´nim local.
• Si det(H) > 0 i a < 0, aleshores P e´s un ma`xim local.
• Si det(H) < 0, aleshores P e´s un punt de sella.
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37.3 Exemple: biodiversitat dels ratolins
A Catalunya, a banda del ratol´ı dome`stic, hi viuen tres espe`cies de ratol´ı: el ratol´ı debosc (Apodemus sylvaticus), el ratol´ı lleonat (Apodemus flavicolis), i el ratol´ı mediter-rani (Mus spretus). En un estudi de biodiversitat, volem calcular l’´ındex de Shannon dediversos ha`bitats, referit a aquestes tres espe`cies. Quins so´n els valors ma`xim i mı´nimque pot prendre aquest ı´ndex?Recordem que, en el cas de tres espe`cies, l’´ındex de Shannon es calcula amb lafuncio´
S = −p1 log(p1)− p2 log(p2)− p3 log(p3)on p1, p2, p3 so´n les proporcions de cadascuna de les tres espe`cies en l’ha`bitat d’estudi.Observem que S e´s, de fet, una funcio´ de dues variables perque`
p1 + p2 + p3 = 1.Podem prendre S = S(p1, p2) i p3 = 1 − p1 − p2. D’altra banda, com que p1, p2 so´nproporcions, variaran entre 0 i 1 i la seva suma ha de complir p1 + p2 ≤ 1. Per tant, eldomini de definicio´ de la funcio´ S(p1, p2) e´s la regio´ triangular del pla de ve`rtex (0, 0),
(1, 0) i (0, 1).
Una altra observacio´ que cal fer e´s quin valor te´ S quan alguna de les tres propor-cions e´s igual a zero. Observem que
lim
x→0
x log(x) = 0.per tant, quan alguna proporcio´ e´s igual a zero, podem simplement ometre el termeque la conte´. Aquest l´ımit tambe´ ens permet afirmar que la funcio´ S e´s cont´ınua i, enconsequ¨e`ncia, tindra` ma`xim absolut i mı´nim absolut en el triangle de definicio´. Volemdeterminar quins so´n. Seguim aquests passos:
• Calculem els punts cr´ıtics de la funcio´.
∂S
∂p1
= log(p3)− log(p1) = 0
∂S
∂p2
= log(p3)− log(p2) = 0
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La solucio´ d’aquestes equacions e´s p1 = p2 = p3 = 1/3. En aquest punt la funcio´val log(3).• No e´s estrictament necessari, pero` podr´ıem usar el criteri de la matriu hessianaper decidir si aquest punt e´s un ma`xim local, un mı´nim local o un punt de sella.La matriu hessiana e´s− 1p1 − 1p3 − 1p3
− 1
p3
− 1
p2
− 1
p3
 = (−6 −3−3 −6
)
i, aplicant el criteri, veiem que la funcio´ te´ un ma`xim local a p1 = p2 = p3 = 1/3.• Ara ens cal estudiar el comportament de la funcio´ als punts de la frontera deldomini de definicio´. La frontera esta` formada per les tres arestes del triangle onesta` definida la funcio´. En primer lloc, als tres ve`rtex del triangle, la funcio´ valzero. Considerem, per exemple, l’aresta p2 = 0. Quan la restringim a aquestaaresta, la funcio´ es converteix en una funcio´ d’una variable:
S(p1) = −p1 log(p1)− (1− p1) log(p1).Analitzem aquesta funcio´ a l’interval (0, 1) amb les eines de les funcions d’unavariable. Obtenim que aquesta funcio´ te´ un ma`xim relatiu a p1 = 1/2 i en aquestpunt la funcio´ val log(2). Les altres tres arestes donarien resultats equivalents.• Finalment, hem arribat a la conclusio´ que el ma`xim absolut i el mı´nim absolut dela funcio´ estaran en aquesta llista:1. Els tres ve`rtex del triangle, corresponents a que nome´s hi ha present unade les tres espe`cies de ratol´ı. En aquest cas, S = 0.2. Els punts mitjos de les tres arestes del triangle, corresponents a que nome´shi ha dues espe`cies presents, i cadascuna te´ un 50% de la poblacio´. Enaquests punts, S = log(2).3. El punt p1 = p2 = p3 = 1/3. En aquest punt, S = log(3).
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Examinant aquests 7 candidats, arribem a la conclusio´ de el valor mı´nim de S e´s
S = 0 i el valor ma`xim de S e´s S = log(3) ≈ 1.01. El mı´nim es do´na quan nome´shi ha present una u´nica espe`cie i el ma`xim es do´na quan les tres espe`cies estanrepresentades en la mateixa proporcio´.2 Aquesta mateixa ana`lisi l’haur´ıem pogutfer amb un nombre qualsevol n d’espe`cies i el resultat hauria estat ana`leg: elmı´nim de S e´s S = 0, quan nome´s hi ha una u´nica espe`cie present, i el ma`xim de
S e´s S = log(n) quan les n espe`cies estan representades de manera equitativa.
2Tanmateix, un resultat ben lo`gic.
Exercicis
A. Exercicis teo`rics
VI.A.1. Calculeu el gradient ∇f per a cadascuna de les funcions segu¨ents:
(a) f (x , y) = 1√
x2 + y2
; (b) f (r , s) = r log(r2 + s2);(c) f (x , t) = arctan(x√t); (d) f (α,β) = sinα cosβ.VI.A.2. Calculeu les derivades direccionals de les funcions segu¨ents en els punts indi-cats i en les direccions donades:
(a) f (x , y) = x + 2xy − 3y2, (x0, y0) = (1, 2), −→v = 3−→i + 4−→j ;(b) f (x , y) = ex cos(piy), (x0, y0) = (0,−1), −→v = −−→i + 2−→j ;VI.A.3. Trobeu la derivada direccional de f (x , y , z) = x2 − yz + z2x en el punt P =
(1,−4, 3) i en la direccio´ de P a Q = (2,−1, 8).
VI.A.4. En quina direccio´, des de (0, 1), creix me´s ra`pidament f (x , y) = x2 − y2?
VI.A.5. Calculeu les matrius hessianes de les funcions:
(a) f (x , y) = x4 − 3x2y3; (b) f (x , y) = x
x + y
; (c) f (x , y) = log(3x + 5y).
VI.A.6. Trobeu l’equacio´ del pla tangent a la superf´ıcie en el punt que s’especifica:
(a) z = 4x2 − y2 + 2y , P = (−1, 2, 4).(b) z = ex2−y2 , P = (1,−1, 1).(c) z2 = 4x2 − y2 + 2y , P = (1, 1,√5).
VI.A.7. Calculeu la linealitzacio´ d’aquestes funcions als punts indicats:
(a) f (x , y) = √x + 2y ; P = (1, 0).(b) f (x , y) = sin(x2y); P = (pi/2, 0).
VI.A.8. Calculeu l’aproximacio´ lineal de f (x , y) = sin(x +2y) al punt (0, 0) i utilitzeu-laper donar una estimacio´ de f (−0.1, 0.2). Compareu amb el valor exacte.
VI.A.9. Trobeu els extrems locals i els punts de sella de les funcions segu¨ents:(a)f (x , y) = x2 − 4xy + y3 + 4y ; (b)f (x , y) = x2 + 2xy + 3y2;(c)f (x , y) = 5 + 4x − 2x2 + 3y − y2; (d)f (x , y) = ex sin y ;
VI.A.10. (a) Trobeu els extrems relatius i els punts de sella de la funcio´ f (x , y) =
x3 + y3 − 3x2 + 3y2 − 4.
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(b) extrems relatius(c) Considereu la superf´ıcie z = f (x , y). Si us trobeu en el punt (−1, 1,−4),en quina direccio´ heu d’anar per davallar pel ma`xim pendent? Si en comp-tes de davallar volgue´ssiu mantenir la mateixa altitud, en quina direccio´haur´ıeu d’anar?
VI.A.11. Calculeu els ma`xims i mı´nims absoluts de f (x , y) = x2 + y2 + 4x − 1 al domini
D = {(x , y) : x2 + y2 ≤ 9}.
VI.A.12. Calculeu els extrems absoluts de f (x , y) = 4x2 − 9y2 al domini
D = {(x , y) : −1 ≤ x ≤ 1, −1 ≤ y ≤ 1}.
VI.A.13. Utilitzeu la regla de la cadena per calcular dudt en aquests casos:(a) u = exp(xy), x = 3t2, y = t3.(b) u = x2 − 3xy + 2y2, x = cos t , y = sin t .(c) u = x + 4√xy − 3y , x = t3, y = 1/t .
VI.A.14. Utilitzeu la regla de la cadena per calcular ∂u/∂t , ∂u/∂s si u = log(xy/2),
x = sin(t) cos(s), y = 1 + st .
B. Exercicis d’aplicacio´
VI.B.1. S’ha estudiat el rendiment d’una collita com a funcio´ de les concentracions denitrogen N i fo`sfor P al so`l, i s’ha trobat una relacio´ emp´ırica (en unes certesunitats)
Y (N,P) = kNP exp(−0.5N − P)on k e´s una constant positiva. Trobeu els valors de N i P que maximitzen lacollita.
VI.B.2. Les corbes de nivell d’una funcio´ de produccio´ s’anomenen isoquantes. Dibuixeules isoquantes d’una funcio´ de produccio´ CES Q = F (aK r + (1 − a)Lr )1/r amb
a = 0.3, r = 0.5. Useu sage.
VI.B.3. A me´s de l’´ındex de Shannon, un altre ı´ndex que s’utilitza per mesurar la diver-sitat e´s l’´ındex de Simpson
H =
(
n∑
i=1
p2i
)−1
.
Repetiu el mateix exercici de les tres espe`cies de ratol´ı, amb l’´ındex de Simpsonen lloc de l’´ındex de Shannon. E´s a dir, determineu quin so´n els valors ma`ximsi mı´nim d’aquest ı´ndex quan hi ha tres espe`cies.
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VI.B.4. Hi ha una fo´rmula3 que do´na la mı´nima temperatura de supervive`ncia (enabse`ncia de vent) com a funcio´ de la produccio´ metabo`lica de calor M (en
W /m2) i la conducta`ncia te`rmica g (en mol/m2s) de la roba d’abric que esdugui:
T = 36− (0.9M − 12)(g + 0.95)
27.8g
.
M varia entre 50 (persona dormint) fins a 400 (caminant en pujada), g variaentre 0.45 (cos nu) fins a 0.04 (plumo´ molt gruixut). Representeu aquesta funcio´utilitzant corbes de nivell. Dibuixeu seccions d’aquesta funcio´ per a M = 200(persona caminant) i per a g = 0.14 (persona amb roba de teixit polar).
VI.B.5. Utilitzant la teoria de l’exercici anterior, imagineu una persona que camina iva abrigat, de manera que M = 100 i g = 0.1. Va augmentant el seu ritme demanera que M creix a una certa velocitat M ′ = 0.2W /m2s i, simulta`niament, laroba que du va quedant amarada de suor, de manera que g tambe´ creix a velo-citat g ′ = 0.0002mol/m2s2. Calculeu la velocitat amb que` canvia la temperaturade supervive`ncia.
VI.B.6. En el model de Holling de 1959, el nombre de captures d’un depredador en uninterval de temps T s’expressa com
P =
aNT
1 + aT0N
,
on a e´s una mesura de l’agressivitat del depredador, N e´s la densitat de presesi T0 e´s el temps que el depredador dedica a cada presa. Estudieu com escomporta P quan augmenten (per separat) cadascuna de les variables a, N , T ,
T0.VI.B.7. Segons el model de Voellmy (vegeu la pa`gina 90), la velocitat ma`xima queassoleix una allau ve donada per
v =
√
hξ(sinψ − µ cosψ)
on h e´s l’alc¸ada del gruix de neu, ψ e´s el pendent, i ξ i µ so´n coeficients deturbule`ncia i friccio´ (positius), respectivament. Estudieu el comportament de ven funcio´ dels diversos para`metres.
VI.B.8. Estem pujant una muntanya amb una temperatura de -3 graus i un vent de 15km/h. A mida que pugem, la temperatura baixa a un ritme de 1 grau cada centmetres i el vent augmenta a un ritme de 7 km/h cada cent metres. A quin ritmedisminueix la temperatura de sensacio´? (Utilitzeu la fo´rmula de la pa`gina 16.)
VI.B.9. Estem a 35 graus i la temperatura de rosada e´s R = 300K . La temperatura esta`pujant 2 graus per hora i R esta` baixant 2 graus per hora. Calculeu a quinavelocitat esta` canviant la temperatura de xafogor H . (Utilitzeu la fo´rmula de lapa`gina 68.)
3Aquesta fo´rmula apareix al llibre Calculus For Biology and Medicine de Claudia Neuhauser, que nocita la font original.
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I.A.1. (a) 5−2; (b) (6/5)6; (c) (4/7)25; (d) 66
I.A.2. (a) (7±√13)/6; (b) x = 8, −2/3; (c) x = 4, −3; (d) x = −1.
I.A.3. kert
1 +
k
K
ert
I.A.4. a = −2, b = 5
I.A.5. (a) x = ±2; (b) x = 1; (c) x = −1, −2
I.A.6. (a) x = 80, 20; (b) x = 0, 1; (c) x = ±1; (d) x = 1, 3
I.A.7. K = 0.7116, R = 0.5196
I.A.8.
I.A.9. (a) x/√1 + x2; (b) √1− x2/x
I.A.10. (a) x > 8; (b) x ≥ 5; (c) x > (5 +√61)/6 o x < (5−√61)/6; (d) −2 < x < 7/3;(e) s < 0; (f ) −1 ≤ x ≤ 0 o x ≥ 1
I.A.11. (a) −1 ≤ x ≤ 5; (b) −6 ≤ x ≤ −5 o 5 ≤ x ≤ 6; (c) −4 < x < 4; (d) x ≤ −1/2
I.A.12. (a) 2x + 5y = 1; (b) 3x + 5y + 7 = 0; (c) 3y + 2x + 7 = 0; (d) 2x − 3y − 7 = 0
I.A.13. x2 + y2 + 2x − 8y + 8 = 0; C = (2, 0), r = 4; C = (2,−1), r = 4
I.A.14. (a) 2y = 3x2 − x ; (b) y = 2x2 − 6x + 4
I.A.15. (a) x ≥ 0, excepte x = √2; (b) x = a + kpi amb k enter i 0 < a < pi/2; (c) Tot xexcepte [−2,−1]; (d) |x | ≥ √2
I.A.16. (a) exp(3x log 7 + log 5n ); (b) 100.197t ; (c) log(0.9768t)0.4343; (d) log10(74.5x)3.322
I.A.17. N = 4119.23 x/(3.077 + x)
I.A.18. N = 12000 x/(12.346 + x)
I.A.19. M = 13.321P−0.798
I.A.20. P = 520.766 exp(0.9041 u)
I.A.21. T (t) = 2333 + 87 sin(0.111pi + (2pit/365))
I.A.22.
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I.A.23. (a) −∞; (b) 0; (c) 0; (d) −∞; (e) 0; (f) −∞; (g) 0; (h) 0; (i) e2
I.A.24. 0.567143
I.B.1. S = 2.3
I.B.2. d = 0.143
I.B.3. 47.27 dies.
I.B.4. 292.4◦ K
I.B.5. V = 23.1 km/h.
I.B.6. 28
I.B.7. 1464 km2.
I.B.8. 0.903
I.B.9. t = 181T−1.37
I.B.10. 8.13%
I.B.11. N∞ = 500; M∞ = 100I.B.12. a, 0.
I.B.13. h∞ = 132I.B.14. N = 423
I.B.15. N = 595
I.B.16. 26.3× 106 tones.
I.B.17. 93 kg.
I.B.18. Mi= 329.627 Hz, Sol=391.995 Hz.
I.B.19. 1.26
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I.B.20. 2.83, 4, 5.66. 1.77 punts.I.B.21. 104 anysI.B.22. Aquest exercici te´ moltes solucions possibles. Per exemple, podem usar unafuncio´ de Monod o una funcio´ exponencial:
I =
10x
1 + x
, I = 10(1− 2−x)
La difere`ncia entre aquestes dues funcions es pot veure en la gra`fica segu¨ent (l’ex-ponencial esta` dibuixada en color vermell). Possiblement, la solucio´ millor e´s l’expo-nencial.
I.B.23. Donem 1 punt per cada resposta correcta. Aixo` ens do´na una nota n que vade zero a un nombre molt gran T . Volem convertir n en una nota final N que vagi de0 a 10. Podem fer-ho amb una funcio´ exponencial o amb una funcio´ de Monod. Tambe´ho podr´ıem fer amb una funcio´ lineal entre 0 i T , pero` aquesta no e´s la millor opcio´(per que`?). Possiblement, la solucio´ millor e´s l’exponencial. En tot cas, necessitemprendre una decisio´. Per exemple, podem fixar el valor de n que correspon al 5.I.B.24.
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II.A.1. (a) 42x6 − 8x3 + 2; (b) 40(x5 + 5x − 8)39(5x4 + 5): (c) e3x(3x2 − 7x + 3);
(d) (−2x4 + 4x3 − 2x2 + 13x − 4)/(x2 − x + 5)2; (e) 2x2+1x log(2)− (x log(3))−1;
(f ) (6x − 7)/2√3x2 − 7x − 2; (g) −x2 + 4x + 1
3(x − 2)2/3(x2 + 1)4/3 ;
(h) ex(log(x) + 1/x); (i) ex(arcsin(x)− (1− x2)−1/2)(arcsin(x))−2; (j) 0;
(k) −(2√arccos(x)(1− x2))−1; (l) 1/ tan(x); (m) (arctan(x)(1 + x2))−1;
(n) e−x ( 1
x + 1
− log(x + 1)
); (o) 2 arctan(x)
1 + x2
+ 0.172x−0.828;
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(p) 3pi
2
√
x arccos(x2)− 2xpi
√
x3
1− x4 .
II.A.2. (a) 2e−rN2(−rNK − 2rN2 + 1); (b) 4pi
L
T cos
(
2pi
L
T 2
);
(c) αPα−1Lβ ; (d) 2V T − µ cos(T )
2
√
V T 2 − µ sin(T ) ; (e) SK + S2
(
u
u + 1
+ log(u + 1)
); (f ) − her−t
K + 1
.
II.A.3. (c) r = 1 i r = −2.
II.A.4. (a) −x/y ; (b) (2x + y)/(1− x); (c) y/(3y2 − x); (d) 2x2y3 + 4xy2 + 2y − 1−x2 − 2x3y2 − 4x2y − 2x .
II.A.5. (a) 1 + 2x + 4x2; (b) 1 + x + x22 ; (c) 1 − nx + n(n+1)2 x2; (d) 1 − pi2 + 2x ; 1 − pi2 +
pi2
8 + (2− pi)x + 2x2.
II.A.6. b = pi/2, P = (0,pi/2).
II.A.7. (a) 6%; (b) 0.67%; (c) 1.6%; (d) 6%.
II.A.8. (a) No te´ ni ma`xim ni mı´nim. (b) No te´ ni ma`xim ni mı´nim. (c) Te´ un mı´nim a
x = 0; no te´ ma`xim. (d) Te´ ma`xim i mı´nim a x = 0. (e) Mı´nim a x = 0, ma`xim a x = 2.(f ) Mı´nim a x = 0 i ma`xim a x = e − 1.
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II.A.9. (a) Convexa arreu; creixent per x > 1/3, decreixent per x < 1/3. (b) Convexaper x > 0, co`ncava per x < 0; creixent per |x | > 2, decreixent per |x | < 2. (c) Definidaper x > 0. Co`ncava arreu; creixent per x < 2/5, decreixent per x > 2/5. Si entenem
x2/3 =
3
√
x2, tambe´ podem definir la funcio´ per x ≤ 0. Aleshores, la funcio´ e´s decreixentper x < 0, convexa si 0 < −0.2 i co`ncava si −0.2 < x < 0. (d) Convexa per x > −3,co`ncava per x < −3; creixent per x > −2, decreixent per x < −2. (e) Definida per
x 6= 0. Convexa per x > 0, co`ncava per x < 0; creixent per x > 1, decreixent per x < 1.(f ) Definida per |x | > 1. Co`ncava arreu; creixent per x > 1, decreixent per x < −1.
II.A.10. P = (log(k)/r ,K/2). L(x) = (rK/4)x + (K/4)(2− log(k)).
II.A.11. y = 2x/(x2 − x + 1)
II.A.12. y = 1/3
II.B.1. A partir dels 10 anys.
II.B.2. N = 50, 50%.
II.B.3. A les 13:23, aproximadament.
II.B.4. 29%
II.B.5. 67, aproximadament. 34, aproximadament.
II.B.6. 4714, 2357, 11.8%
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II.B.7. Disminueix acceleradament.
II.B.8. Augmenta acceleradament
II.B.9. Cp = 12(1 + x − x2 − x3). Cmax = 16/27 = 59.3%II.B.10. λ = 0.84, Cp = 37.3%.II.B.11. La quantitat o`ptima d’adob ve donada per x = (√αpg pn−pn)/βpn. De fet, ambels valors concrets del problema, obtenim x = 7.21 que do´na una despesa de 28.93
e/ha, mentre que el rendiment extra e´s de 53.69 e/ha. En conclusio´, en aquestescircumsta`ncies e´s millor adobar amb 7.21 kg/ha.
II.B.12. 73.23× 106 kg/any2.
II.B.13. 10.8 km3/any.
II.B.14. 26124 milions de GB per any2.
II.B.15.
II.B.16. 2.805
II.B.17. 3.5049 + 0.2238u2.II.B.18. ∆ = 2504(T + 237.3)−2 exp(17.27T/(T + 237.3)). 1.706± 0.110.
II.B.19. 0.23± 0.03.
II.B.20. Desaccelerat.
II.B.21. Accelerada.
II.B.22. I M = 0.
II.B.23. E´s sempre una funcio´ decreixent, que tendeix a zero quan N →∞.
II.B.24. Si b < 1, la taxa decreix acceleradament. Si 1 < b < 2, la taxa creixdesacceleradament. Si b > 2, la taxa creix acceleradament.
II.B.25. t = eb−1/c .
II.B.26. El valor ma`xim e´s α/eβ. Hi ha un punt d’inflexio´ a P = 2/β. La funcio´ e´sco`ncava per P < 2/β i convexa per P > 2/β.
II.B.27. La velocitat creix per N < k i decreix per N > k . La densitat quan la velocitate´s ma`xima e´s N = k .
II.B.28. Log´ıstica.
III.A.1. (a) −2/(9x3) +C ; (b) −10√5− x +C ; (c) log(ex +1)+C ; (d) 3 log(x2+4)+C ;(e) −(1/2) log | cos(2x)|+ C ; (f ) (1/4) sin2(2x) + C .
III.A.2. (a) (1/4)x4 log(x)−(1/16)x4+C ; (b) x arcsin(x)+√1− x2+C ; (c) −e−2x(x2/2+
3x +3)+C ; (d) (ex/2)(sin(x)+ cos(x))+C ; (e) (1/2)(x2 arctan(x)+ arctan(x)− x)+C ;(f ) −(ex − 3)−1 + C .
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III.A.3. (a) −9 log |x−2|+11 log |x−3|+C ; (b) log(x2+x+1)+C ; (c) −(1/2) arctan(x)+
(1/4) log |(x − 1)/(x + 1)|+ C ; (d) (1/3) log |(x − 1)/(x + 2)|+ C .
III.A.4. (a) 4/3; (b) 10; (c) 0.6482; (d) 1/2; (e) 64/3; (f ) 92/3.
III.A.5. 1/2.
III.A.6. a = 18.
III.B.1. (1/t1) log(B(t1)/B(0)).III.B.2. a
C =
∫ ∞
0
q dt =
∫ ∞
0
q
q′
q′ dt = −
∫ ∞
0
1
p
q′ dt = −
∫ 0
q0
1
p
dq =
∫ 1
p0
1
p
dp.
C = 13.8.
III.B.3. 0.27
III.B.4. y = x43.48. I = 0.955.
III.B.5. 342.44
III.B.6. 22.03◦ C .
III.B.7. T = Aa√2h0/g .III.B.8. 5.5 kWh. Per obtenir aquest resultat hem de calcular∫ t1
t0
cos(Z ) dt
on t0 i t1 so´n l’hora de la sortida/posta del sol. E´s millor fer un canvi de variables:∫ −ω0
ω0
cos(Z )
dt
dω
dω
on ara cos(Z ) = 0 per ω = ±ω0. Tenim λ ≈ 0.739723, n = 52, δ ≈ −0.195936,
a = sinλ sin δ ≈ −0.131234, b = cosλ cos δ ≈ 0.724522, ω0 = arccos(−a/b) ≈ 1.388659.III.B.9. 2333.9 TWh
III.B.10. pe = 2.45, qe = 1.45, C S = 1.82, PS = 1.05.IV.A.1. (a) y = sin(t) − t cos(t) + k ; (b) y = t2 + k ; (c) y = −1/(4t + k); (d) y =
k exp(t2/2); (e) y = 100/(1 + k exp(−50t)), y = 0; (f ) y = (et + k)/(et − k), y = −1;(g) y = −1/(sin(t) + k), y = 0; (h) y = ±2/√1 + k exp(−8t), y = 0.
IV.A.2. (a) y = −√4− (t3/3); (b) y = −3 exp(−1− cos(t)); (c) y = (1/2) log(4t4 − 3);(d) y = −√1− 2t .
IV.A.3. y = K exp ( log(y(0)/K ) e−rt), y = K .
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IV.A.4. y = (t + k)3, y = 0. Les dues funcions y = 0 i y = t3 so´n solucions ambles condicions inicials y(0) = 0. La contradiccio´ aparent amb el teorema d’unicitat desolucions prove´ del fet que la funcio´ y2/3 no e´s diferenciable per y = 0. Aixo` do´nalloc a infinites solucions que no estan contemplades a la fo´rmula y = (t + k)3 i ques’obtenen “enganxant” funcions d’aquestes amb valors diversos de k , amb un tros dela funcio´ constant y = 0.
IV.A.5. Els equilibris so´n y = 0 (inestable) i y = 2 (estable). Les solucions so´n y = 0i y = 2/(1 + k exp(−2t)).
IV.A.6. Els equilibris so´n y = 5 (inestable) i y = 1 (estable). La solucio´ particular e´s
y = 5(1− exp(4(t − 1)))/(5− exp(4(t − 1))).
IV.A.7. Els equilibris so´n y = 4 (inestable) i y = 0 (estable). La solucio´ particular e´s
y = 4(1− exp(2t − 2))2.
IV.A.8. Els equilibris so´n y = 3 (inestable) i y = −2 (estable).
IV.A.9. y = k exp(−2x/3).
IV.B.1. P ′ = kP(N − P). A les 3:36.
IV.B.2. (a) x ′ = k(a − x)(b − x). (b) Si a 6= b, la solucio´ e´s x = ab(1 − exp(kt/(a −
b)))/(b − a exp(kt/(a − b))). Si a = b, la solucio´ e´s x = a2kt/(akt + 1). (c) x =
at/(t + 20).
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IV.B.3. 62 dies.
IV.B.4. 640 dies.
IV.B.5. 4.65%.
IV.B.6. 71.3 anys.
IV.B.7. (a) 3.23× 106 kg. (b) 1.55 anys.
IV.B.8. El 19%.
IV.B.9. 2400 peixos.
IV.B.10. El llindar d’extincio´ e´s N = 49.
IV.B.11. 9 dies.
V.A.1. (a)  4 2 −22 1 −1
−2 −1 1
; (b) (6); (c) (−29/3 −7/3−62 16 ); (d)
 29 7134 58
62 22
;
(e)  15/2 1 5/23/4 1 −1/4
197/4 7 69/4
; (f ) (3k (3k − (−1)k)/2
0 (−1)k
)
V.A.2. (a) (−5/3 −2−2/3 −1); (b) ( 7 5−50 −36); (c) (1/13 −6/130 1 ).
V.A.3. (x , y) = (1, 3).
V.A.4. −i− 2j− k.
V.A.5. A: (1, 0), λ = 3; (1,−2), λ = −1. B : (1, 1), λ = 2. C : (1,−√2), λ = −√2 − 2;
(1,
√
2), λ = √2− 2. K : cap. L: (2,−1), λ = 1; (1,−1), λ = −1. M : cap.
V.A.6. (1/√14, 2/√14, 3/√14).
V.A.7. √29, √41, √46. 69.63◦, 62.26◦, 48.10◦.
V.A.8. ( 0.9272 0.3746−0.3746 0.9272). 0.0899i + 4.4935j.
V.A.9. 3, √11, 45.29◦.
V.A.10. 2x + 3y − 2z = 7.
V.A.11. (x , y , z) = (1,−1, 3) + r(1, 5,−4). 5x − y = 6, 4x + z = 7.
V.A.12. x + 5y − 4z = 6.
V.B.1. C s’assembla me´s a B que a A.
V.B.2.
V.B.3.
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V.B.4.  0 0 350003× 10−5 0.706 0
0 0.071 1
.
V.B.5.  0 0 80.25 0 0
0 0.5 0
.
V.B.6. L =  0.7 0 0.10.02 0.8 0
0 0.05 0.95
.
V.B.7. 100 a la zona A i 140 a la zona B .
V.B.8. r = 1.27. h = 28.6%.
V.B.9. En la proporcio´ 34:14:13.
V.B.10. (0.85 0
0.05 1
)(
B
A
)
=
(
B ′
A′
). 1/3.
VI.A.1. (a)(−x(x2 + y2)−3/2,−y(x2 + y2)−3/2); (b) ( 2 r2
r2 + s2
+ log
(
r2 + s2
)
,
2 rs
r2 + s2
);
(c) ( √t
x2t + 1
,
x
2 (x2t + 1)
√
t
); (d) (cos (α) cos (β) , − sin (α) sin (β)).
VI.A.2. (a) −5; (b) √5/5.
VI.A.3. 52/√35.
VI.A.4. −−−→(0, 1).
VI.A.5. (a) (12x2 − 6y3 −18xy2−18xy2 −18x2y); (b)
−
2y
(x + y)3
x − y
(x + y)3
x − y
(x + y)3
2x
(x + y)3
;
(c)
−
9
(3x + 5y)2
− 15
(3x + 5y)2
− 15
(3x + 5y)2
− 25
(3x + 5y)2
.
VI.A.6. (a) z = −8x − 2y ; (b) z = 1 + 2x + 2y ; (c) √5 z = 4x + 1.
VI.A.7. (a) z = 12 + 12x + 2y ; (b) z = (pi2/4)y .VI.A.8. z = x + 2y . x + 2y = 0.3 ≈ 0.295520206661340 · · · = sin(x + 2y).
VI.A.9. (a) (4, 2) mı´nim local, (4/3, 2/3) punt de sella; (b) (0, 0) mı´nim local; (c) (1, 3/2)ma`xim local; (d) no en te´.
VI.A.10. (a) (0, 0) i (2,−2), punt de sella; (2, 0) mı´nim; (0,−2) ma`xim. (b) Ma`ximpendent en la direccio´ −→i +−→j ; pendent zero en la direccio´ ±(−→i −−→j ).
VI.A.11. Ma`xim 20 al punt (3, 0) i mı´nim −5 al punt (−2, 0).
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VI.A.12. Ma`xim 4 als punts (±1, 0) i mı´nim −9 als punts (0,±1).VI.A.13. (a) 15t4 exp(3t5); (b) 2 sin(t) cos(t)− 3 cos2(t) + 3 sin2(t); (c) 3t2 + 3t−2 + 4 si
t > 0, 3t2 + 3t−2 − 4 si t < 0.
VI.A.14. ( 1
tan(t)
+
s
1 + st
,
t
1 + st
− tan(s)
).
VI.B.1. P = 1, N = 2.VI.B.2.
VI.B.3. El mı´nim e´s H = 1 quan hi ha una u´nica espe`cie present i el ma`xim e´s H = 3quan les tres espe`cies so´n igualment abundants.VI.B.4.
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VI.B.5. T baixa 0.88 graus per minut.
VI.B.6. P e´s funcio´ creixent de a, N i T i funcio´ decreixent de T0.VI.B.7. v e´s funcio´ creixent de h, ψ i ξ i funcio´ decreixent de µ.
VI.B.8. Baixa 2.68 graus per cada cent metres.
VI.B.9. −0.4 graus per hora.
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3D, 176
AA, 7
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facecolor, 14
factor(), 27Fagus Sylvatica, 87FAO, 117, 218fase, 37
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find root(), 8
floor(), 8fotografia, 32, 70, 217frequ¨e`ncia, 32, 37, 70funcio´, 16funcio´ CES, 216, 242funcio´ log´ıstica, 115
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ivar, 160
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mandarines, 181mapa meteorolo`gic, 217, 222mapa topogra`fic, 222matriu, 188, 204matriu de Leslie, 199, 200, 204, 205matriu de mobilitat social, 201, 204, 205matriu hessiana, 229, 237, 239, 241matriu inversa, 190matriu quadrada, 188
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norm(), 175
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parametric plot(), 14part entera, 5, 8, 42, 43peix escorp´ı, 212pendent, 10, 13, 76, 90, 226pe`ndol, 148pe`rdua de calor a les canonades, 218perpendicularitat, 174pesca sostenible, 95, 110, 115, 163, 169petjada carbo`nica, 80, 81pH, 31
pi, 28pla tangent, 232, 233, 236, 241plaques solars, 124, 143
plot(), 14, 21, 22, 35, 38, 108
plot3d(), 219, 225poblacio´, 90, 91, 95
point(), 63polinomi caracter´ıstic, 195pol.lucio´ atmosfe`rica, 32pote`ncia, 4power laws, 26precisio´, 92, 114pressio´ de vapor, 117primitiva, 146primitives d’una funcio´, 130, 131primitives immediates, 134primitives trivials, 134proce´s adiaba`tic, 86proce´s iteratiu, 44, 184producer surplus, 126, 144producte de matrius, 188producte escalar, 174, 233
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productivitat, 216propagacio´ d’errors, 92propietat de Bolzano, 44Puigmal, 143, 226punt d’inflexio´, 102, 105, 110, 111punt de sella, 237, 239, 241punts cr´ıtics, 98, 100, 105, 109, 237punts de discontinu¨ıtat, 104punts interiors, 98, 236
quantitat de neu, 115
radian, 12radiotera`pia, 159ratol´ı, 139, 140, 169, 238, 242
RDF, 198reclutament, 83recta, 10recta tangent, 76, 114, 232reflexio´, 194, 195regla de l’Hoˆpital, 49regla de la cadena, 84, 233, 242relacio´ qualitat-preu, 70rendiment d’un conreu, 109, 242
reset(), 140
rhs(), 112
ring, 27, 112
r.kmeans(), 186
roots(), 27, 112rotacio´, 194, 195
round(), 8, 21
RR, 8
salmo´, 62
scale, 35segona derivada, 78
semilogy, 35senglars, 168
sin(), 8sinus, 13sistema d’equacions lineals, 194solucio´ general, 147, 167solucio´ particular, 147, 151, 154, 167
solve(), 7, 88, 112
sqrt(), 7subespais, 178suma de matrius, 188superf´ıcie, 123superf´ıcie corporal, 218, 234
superf´ıcie foliar, 17, 92, 93supply curve, 17
tangent, 13taula de doble entrada, 221taxa de creixement, 50, 51, 56, 57, 91, 116,205
taylor(), 94, 234temperatura d’equilibri te`rmic, 218temperatura de sensacio´, 16, 18, 21, 68, 90,216, 221, 222, 243temperatura de supervive`ncia, 243temperatura de xafogor, 68, 243teorema de Pita`gores, 11, 13, 174teorema de Rolle, 99teorema fonamental del ca`lcul, 129, 131teoremes de valor mig, 98
text(), 186
thickness, 14, 108
ticks, 21tip speed ratio, 116tractament biolo`gic de les plagues, 110transformacions lineals, 193treball, 123trigonometria, 13TSR, 116
Vallter, 226valor absolut, 5, 8, 76, 98valor propi, 194, 195, 204, 237valor propi dominant, 205valors extrems, 95, 96, 105
var(), 8, 35, 160vector, 172, 182, 193, 199, 204
vector(), 175, 197vector director, 176vector gradient, 229vector propi, 194, 195, 204velocitat, 51, 94velocitat d’un riu, 131velocitat instanta`nia, 74velocitat mitjana, 51, 74vi, 211
view(), 7, 88, 234voltor comu´, 183volum de l’esfera, 86
wind chill, 16, 18, 21, 68, 90, 216
264 I´ndex alfabe`tic
ymax, 21
ymin, 21
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